
� � � � � � � � � 	 
 � � � � � � � � � � 	 � � � � � � 
 � � � 	 � � � � 	 �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 	 �

� � � � � � � � �  � ! " � # $ ∗ % � & � � ' �  # ( � ) * " + †

, - � . / - " 0 # & 1 2 2 3

4 5 6 7 8 9 : ; < 7 = 9 6 >
? @ A B C C D E B F ? A G H A F E A I J K A L B E M A L F B

ATL
@ B N B H B F B G A O A F

δ
B C P K N E K C A B F E I

N H B C C A P L I K N Q O Q H I R E B N N A N Q S
(m,n)

P K B M F B G N T U Q F
m

B C P
n

C Q C C A M B O K V A
K C O A M A F N W B C

(m,n)
P K B M F B G R Q C N K N O N Q S B C B C C D E D N X K O @

m
G B F Y A P H Q K C O N Q C

O @ A K C N K P A R K F R E A B C P
n

G B F Y A P H Q K C O N Q C O @ A Q D O N K P A R Q C C A R O A P O Q A B R @ Q O @ A F
L I B S B G K E I Q S N G Q Q O @ P K N Z Q K C O R D F V A N W R B E E A P N O F K C M N W K C N K P A O @ A B C C D E D N T ? @ A F A
G B I B E N Q L A [ C A R A N N B F K E I R E Q N A P \ R D F V A N O @ B O P Q C Q O R Q C C A R O L Q D C P B F I H Q K C O N T
] S N D R @ B R D F V A K N @ Q G Q E Q M K R B E E I O F K V K B E K C O @ A B C C D E D N W O @ A P K B M F B G G B I L A
F A H E B R A P L I O @ A N B G A Q C A X K O @ O @ A R E Q N A P R D F V A F A G Q V A P W L D O G D E O K H E K A P K C
O @ A B E M A L F B L I

δ
T ^ I P A _ C K O K Q C B L B N K N Q S

ATL
R Q C N K N O N Q S N D R @ P K B M F B G N X K O @

C Q @ Q G Q E Q M K R B E E I O F K V K B E R K F R E A N T ` D E O K H E K R B O K Q C Q S B C
(m, p)

P K B M F B G
T

L I B
(p, n)

P K B M F B G
S

K N L I K P A C O K S I K C M O @ A Q D O N K P A L Q D C P B F I
T

X K O @ O @ A K C N K P A
L Q D C P B F I Q S

S
K C N D R @ B X B I O @ B O O @ A L Q D C P B F I H Q K C O N R Q K C R K P A W N G Q Q O @ K C M

O @ A N O F K C M N B O O @ A
p

R Q G G Q C G B F Y A P L Q D C P B F I H Q K C O N W B C P F A G Q V K C M O @ A
R Q G G Q C L Q D C P B F I O Q H F Q P D R A O @ A B C C D E B F P K B M F B G

ST
T

? Q O @ A L A N O Q S Q D F Y C Q X E A P M A W O @ A _ F N O A a H E K R K O K C V A N O K M B O K Q C Q S
ATL

X B N
K C b c d e X @ A F A K O X B N A C R Q D C O A F A P K C B R Q C R F A O A S Q F G B N B C B E M A L F B Q S E K C A B F
O F B C N S Q F G B O K Q C N Q C O @ A O A C N Q F H Q X A F N Q S O @ A

n × n
G B O F K R A N [ B C P

δ = n2 \ T? @ K N N O D P I X B N F A E B O K V A E I N K G H E A L A R B D N A Q S O @ A R Q C R F A O A N K O D B O K Q C B C P O @ A S B R O
O @ B O B N N Q Q C B N

n
K N M F A B O A F O @ B C

2
O @ A B E M A L F B K N f M A C A F K R f B C P O @ A N O F D R O D F A

Q S O @ A F A H F A N A C O B O K Q C N P Q A N C Q O P A H A C P Q C
n
T g E N Q W @ Q G Q E Q M K R B E E I C Q C h O F K V K B E

∗i j k j l m n o k p q q r m s j t u v q l m s w x y z { | m l v s } ~ z � � � � � � � � � s o j ~ l m k t j v � p v t � � � � � � �l v t s o j z � u k k y l s u r v l � z n u j v n j { r p v t l s u r v �
†i j k j l m n o n r v t p n s j t u v q l m s � o u � j s o j k j n r v t v l � j t l p s o r m � l k l q r k s t r n s r m l � � j � � r �� u s o � r o v � o u � � u q k l s s o j � v u � j m k u s x r � � u n s r m u l l v t k p q q r m s j t w x y z � i � r � � l v l t l �

c



R K F R E A N K C O @ A B C C D E D N B F A C Q P K � A F A C O S F Q G R Q C O F B R O K L E A Q C A N W X @ K R @ W B N X A
N @ B E E N A A W K N � D K O A N H A R K B E T

? @ A N A R Q C P A a H E K R K O B C B E I N K N Q S
ATL

X B N L I � F B @ B G B C P J A @ F A F K C b � e W
X @ A F A O @ A B L N O F B R O B E M A L F B G Q F A Q F E A N N B N P A _ C A P K C O @ A _ F N O H B F B M F B H @ X B N
P A _ C A P B C P N O D P K A P K C K O N Q X C F K M @ O T � C A R B C C Q E Q C M A F B V Q K P @ Q G Q E Q M K R B E E I
C Q C h O F K V K B E N O F K C M N W B C P O @ A V A F N K Q C Q S

ATL
K C b � e K C O F Q P D R A P B N A R Q C P H B h

F B G A O A F O Q B R R Q D C O S Q F O @ K N T � F B @ B G B C P J A @ F A F H F Q P D R A P B C K G H F A N N K V A E I
R Q G H E A O A B C B E I N K N B C P X A @ B V A L A A C M F A B O E I K C N H K F A P L I O @ A K F F A N D E O N T ] C b c � e
X A N @ Q X A P @ Q X O Q D N A

ATL
O Q Q L O B K C F A N D E O N B L Q D O N D L S B R O Q F N T ] O X B N F A R Q M h

C K N A P O @ B O W S Q F B M A C A F B E H E B C B F B E M A L F B
P

W O @ A Q H A F B P K R R Q C R A H O Q S B G Q P D E A
Q V A F

P
K N O @ A N B G A O @ K C M B N B C Q F P K C B F I G Q P D E A Q V A F B R B C Q C K R B E E I P A _ C A P

B E M A L F B N H B C C A P L I B C C D E B F O B C M E A N K C
P

T ? @ K N E A B P O Q O @ A H A F @ B H N R Q C S D N h
K C M C Q O B O K Q C Q S

TL
h G Q P D E A K C b c � e W X @ K R @ K C S B R O G A B C N B C Q F P K C B F I G Q P D E A

Q V A F O @ A B C C D E B F B E M A L F B T g H H E K R B O K Q C N O Q N D L S B R O Q F N F A � D K F A P R Q C N K P A F B O K Q C
Q S H Q N K O K V K O I Q S O @ A C B O D F B E N A N � D K E K C A B F S Q F G Q C O @ A

ATL
G Q P D E A N � X @ K R @

B F A C A R A N N B F K E I � K E L A F O N H B R A N K S O @ A I Q R R D F K C N D L S B R O Q F N T

� � 9 7   7 = 9 6
U K F N O Q S B E E E A O D N B M F A A Q C O @ A C Q O B O K Q C

[n] =
qn − q−n

q − q−1

S Q F O @ A A C O K F A O I Q S O @ K N
H B H A F T ? @ A ? R @ A L I R @ A V H Q E I C Q G K B E N

Pn(x) = [n]
X K O @

x = q + q−1 N B O K N S I
Pn+1 = xPn −Pn−1

B C P X A P A _ C A A N N A C O K B E E I O @ A N B G A H Q E I C Q G K B E N
Qn(z)

L I
Q0 = 0

W
Q1 = 1

B C P
Qn+1 = Qn − zQn−1

T
U Q F O @ A A C O K F A O I Q S O @ K N H B H A F W K S

µ
K N B R Q G H E A a C D G L A F X A E A O

ω
L A N D R @

O @ B O
µ =

√
ω +

√
ω
−1 T ¡ Q O A O @ B O

ω = −1
K N O @ A N B G A B N

µ = 0
T

] O X K E E L A K G H Q F O B C O O Q P K N O K C M D K N @ R E A B F E I L A O X A A C O @ A B L N O F B R O ? A G H A F E A I
J K A L B E M A L F B P A _ C A P L I G D E O K H E K R B O K Q C Q C B L B N K N Q S P K B M F B G N W B C P B � D Q O K A C O
Q S K O X @ K R @ N D H H Q F O N B

C∗
h B E M A L F B N O F D R O D F A W B C P K N Q C E I P A _ C A P S Q F N H A R K B E

V B E D A N Q S O @ A H B F B G A O A F T ¢ Q E A O
TLm(δ)

L A O @ A £ h B E M A L F B Q V A F
C

X K O @ L B N K N
S Q F G A P L I N I N O A G N Q S P K N Z Q K C O R D F V A N [ R B E E A P N O F K C M N \ K C B F A R O B C M E A X K O @

mL Q D C P B F I H Q K C O N Q C O @ A O Q H B C P L Q O O Q G B N D N D B E W X K O @ G D E O K H E K R B O K Q C P A _ C A P
L I N O B R Y K C M Q C A F A R O B C M E A Q C O Q H Q S O @ A Q O @ A F B C P F A G Q V K C M R E Q N A P N O F K C M N X K O @
B G D E O K H E K R B O K V A S B R O Q F

δ
T ¢ A A b c ¤ e B C P b c ¥ e S Q F P A O B K E N T [ ? @ A ∗ N O F D R O D F A K N

P A _ C A P L I F A ¦ A R O K C M P K B M F B G N K C B N O F B K M @ O E K C A @ B E S X B I L A O X A A C O @ A L Q O O Q G
B C P O Q H Q S B F A R O B C M E A T \

] O K N K G H Q F O B C O O Q C Q O A O @ B O O @ A F A K N B C B O D F B E K C R E D N K Q C Q S
TLn

K C
TLn+1

W
Q L O B K C A P L I B P P K C M B C A X O @ F Q D M @ N O F K C M O Q O @ A F K M @ O Q S B L B N K N A E A G A C O Q S
TLn

T § A X K E E Q S O A C G B Y A O @ A K P A C O K _ R B O K Q C Q S
TLn

X K O @ B N D L B E M A L F B Q S
TLn+1

X K O @ Q D O R Q G G A C O T

�



§ A K C R E D P A B H K R O D F A Q S B C A E A G A C O W R B E E A P
Ei

S Q F
i = 1, ..., n− 1

W K C
TLnL A E Q X S Q F O @ A R Q C V A C K A C R A Q S O @ A F A B P A F T

¨ © ª « ¬ « ­
Ei =

i1 2

] C b c ® e W S Q F
δ ≥ 2

B C P
δ = 2cos π/a

S Q F A B R @ K C O A M A F
a = 3, 4, 5, ...

X A
R Q C N O F D R O A P B O Q X A F Q S

C∗
h B E M A L F B N W X @ K R @ X A X K E E R B E E T Ln

S Q F
n = 1, 2, 3, ..M A C A F B O A P L I O @ A K P A C O K O I B C P Q F O @ Q M Q C B E H F Q Z A R O K Q C N

ei, i = 1, 2, .., n − 1X K O @ O @ A F A E B O K Q C N
eiei±1ei = δ−2ei

B C P
eiej = ejei

S Q F |i − j| ≥ 2
T ] O K N

X A E E Y C Q X C [ N A A b ¯ e \ O @ B O O @ A F A K N B £ h B E M A L F B @ Q G Q G Q F H @ K N G
Φn

S F Q G
TLnQ C O Q T Ln

N A C P K C M
Ei

Q C O Q
δei

T ? @ K N @ Q G Q G Q F H @ K N G K N R Q G H B O K L E A X K O @ O @ A
K C R E D N K Q C N Q S

TLn ⊆ TLn+1
B C P T Ln ⊆ T Ln+1

T
Φ

K N f M A C A F K R B E E I f [ K T A T S Q F
δ ≥ 2

\ B C K N Q G Q F H @ K N G T § @ A C
Φ

K N C Q O B C K N Q G Q F H @ K N G K O K N Y C Q X C [ N A A
L A E Q X \ O @ B O K O N Y A F C A E K N O @ A K P A B E M A C A F B O A P L I O @ A f ° Q C A N h § A C ± E f [ ° § \
K P A G H Q O A C O

pn ∈ TLn
P A _ C A P K C b � ® e L I O @ A K C P D R O K V A S Q F G D E B

p1 = 1
B C P

pn+1 = pn − [n]

[n+ 1]
pnEnpn

X K O @
δ = q + q−1 B N E Q C M B N

[j] 6= 0
S Q F

j =

1, 2, ..., n+ 1
T g N S Q F

TLn ⊂ TLn+1
W T Ln

K N C B O D F B E E I K C R E D P A P K C T Ln+1
L I

B P P K C M B C A X V A F O K R B E N O F K C M O Q A B R @ L B N K N P K B M F B G W B C P O @ A
Φn

B F A D C K O B E T
? @ A D C K � D A K F F A P D R K L E A F A H F A N A C O B O K Q C Q S

TLn
Q C X @ K R @

E1
[ @ A C R A B E E

Ei
\

B R O N L I ± A F Q X K E E L A R B E E A P O @ A ² ³ ´ µ ´ ¶ · F A H F A N A C O B O K Q C T ¡ Q O A O @ B O O @ K N H B N N A N
O Q T Ln

A a B R O E I X @ A C
n < a− 1

T
U Q F O @ A R Q C V A C K A C R A Q S O @ A F A B P A F X A M K V A B H F Q Q S O @ B O O @ A Y A F C A E Q S

Φ
K N

O @ A K P A B E M A C A F B O A P L I O @ A ° § K P A G H Q O A C O T � D F H F Q Q S X K E E B R O D B E E I M K V A B
N A O Q S L B N K N A E A G A C O N Q S

TLn
O @ B O N H B C B N D L B E M A L F B G B H H A P K N Q G Q F H @ K R B E E I

Q C O Q T Ln
L I

Φ
T

¸ ¹ º » ¼ º ½ ¬ « ¬ ¾ ¿ À À Á Â ¶ Ã Ä Å Æ Ã Ç · È É Ê Æ Ë Æ ³ Ã Æ · À Ì ² Ê Æ Â ¶ Í
Φ : TLn → T Ln

´ Î
² Ê Æ ´ Á Æ ¶ · Ï Æ Ã Æ ³ ¶ ² Æ Á Ð Ñ

pa−1
Ì À ³

n ≥ a− 1 Ò
Ó F Q Q S T U K F N O X A R Q C N O F D R O B N A � D A C R A

An
Q S N D L B E M A L F B N Q S

TLn
T U Q F

n < a−1E A O
An = TLn

B C P H F Q R A A P K C P D R O K V A E I W N A O O K C M
An+1 = AnEnAn

S Q F
n ≥ a−2

T
[ Ô E A B F E I

An
@ B N B L B N K N R Q C N K N O K C M Q S X Q F P N Q C O @ A

Ei Õ N T \ g E O @ Q D M @ O @ A
AnB F A C Q O K C R E D P A P K C Q C A B C Q O @ A F W A B R @ K N K C P K V K P D B E E I B C B E M A L F B T ? Q N A A O @ K N

D N A O @ A G B H N [ f R Q C P K O K Q C B E A a H A R O B O K Q C N f \ En : TLn+1 → TLn
P A _ C A P Q C O @ A

P K B M F B G L B N K N L I R Q C C A R O K C M O @ A F K M @ O G Q N O O Q H B C P L Q O O Q G L Q D C P B F I H Q K C O N
Q S B

TLn+1
P K B M F B G O Q M K V A B

TLn
P K B M F B G T ] O K N R E A B F O @ B O En(xEny) = xyS Q F

x, y ∈ TLn
B C P O @ B O

EnxEn = En−1(x)En
S Q F

x ∈ TLn
T

®



� C A O @ A C H F Q V A N K C P D R O K V A E I O @ A S Q E E Q X K C M O @ F A A B N N A F O K Q C N Ö
[ K \

An
K N B N D L B E M A L F B Q S

TLn
T

[ K K \ En(An) ⊆ An−1
T

[ K K K \
An

K N B C
An−1

h
An−1

L K G Q P D E A D C P A F G D E O K H E K R B O K Q C K C
TLn

T
¡ Q X E A O

In
L A O @ A K P A B E K C

TLn
M A C A F B O A P L I O @ A ° § K P A G H Q O A C O

pa−1P A _ C A P B L Q V A T � L N A F V A O @ B O
In ⊆ In+1

T ] O S Q E E Q X N K G G A P K B O A E I S F Q G O @ A N O B C h
P B F P S Q F G Q S X Q F P N Q C O @ A

Ei Õ N [ N A A A T M T b c ® e \ O @ B O
TLn+1 = (TLn)En(TLn)⊕

Cid
S Q F B E E

n
T ¢ Q N K C R A

1 − pa−1 ∈ (TLn)En(TLn)
S Q F

n ≥ a − 1
W X A @ B V A

TLn+1 = (TLn)En(TLn) mod (In+1)
S Q F

n ≥ a− 1
T ? @ D N L I K C P D R O K Q C

(∗) TLn+1 = AnEnAn mod (In+1) for n ≥ a− 1.

§ A C Q X N @ Q X W B E N Q L I K C P D R O K Q C W O @ B O
Φ|An

K N B C K N Q G Q F H @ K N G Q C O Q T Ln
T

? @ K N B N N A F O K Q C S Q F
n = a − 1

K N K C N Q G A N A C N A O @ A G B K C H Q K C O Q S b c ® e N K C R A
ker(Φa−1)

K N N H B C C A P L I
1 − pa−1

T ¡ Q X R Q C N K P A F O @ A S Q E E Q X K C M R Q G G D O B O K V A
P K B M F B G Ö

T Ln+1

An ⊗An−1 An An+1

T Ln ⊗T Ln−1 T Ln

ΦΦ ⊗ Φ

x⊗ y 7→ xEny

x⊗ y 7→ wxeny

g E E O @ A G B H N K C O @ K N P K B M F B G B F A
A

h L K G Q P D E A @ Q G Q G Q F H @ K N G N X @ A F A T LL A R Q G A N B C
A

h
A

L K G Q P D E A L I O F B C N H Q F O Q S N O F D R O D F A T ] O K N N @ Q X C K C b ¯ e O @ B O
O @ A L Q O O Q G @ Q F K ± Q C O B E B F F Q X K N B C K N Q G Q F H @ K N G T ? @ A O Q H @ Q F K ± Q C O B E B F F Q X K N
N D F Z A R O K V A T ] O S Q E E Q X N O @ B O O @ A F A N O F K R O K Q C Q S

Φn+1
O Q
An+1

K N B C K N Q G Q F H @ K N G T
? Q M A O @ A F X K O @

(∗) W O @ K N H F Q V A N O @ A O @ A Q F A G T
�? @ D N O @ A O Q X A F Q S B E M A L F B N T Ln

B P G K O N B ^ F B O O A E K P K B M F B G W X @ K R @ X B N
N @ Q X C K C b c ® e O Q L A B N K C U K M D F A � T ® W A a @ K L K O A P S Q F

δ = 2cos π/7
T

¥



¨ © ª « ¬ « × Ø Ù

Ú Ú

Ú

Û Ú
Ú

Ú
ØÛ

ÜÝ
Ý Þ Ý

Ú Ü ÝÚ Ü
Ú ÞÚ Ü Ú Þ

Ú ÞØ Ø
? @ K N ^ F B O O A E K P K B M F B G R B C B E O A F C B O K V A E I L A O @ Q D M @ O Q S B N M K V K C M O @ A � K E L A F O

N H B R A F A H F A N A C O B O K Q C N Q S
TL

W X @ K R @ G B I L A Q L O B K C A P A a H E K R K O E I B N S Q E E Q X N T
U Q F A B R @

n = 0, 1, 2, ...
B C P A B R @

t ≤ n
X K O @

t ≡ n mod 2
E A O

Wt,n
L A O @ A

V A R O Q F N H B R A X @ Q N A L B N K N K N O @ A N A O Q S F A R O B C M D E B F
(t, n)

H E B C B F P K B M F B G N X K O @
t
O @ F Q D M @ N O F K C M N T

TLn
B R O N Q C

Wt,n
L I R Q C R B O A C B O K Q C K C O @ A Q L V K Q D N X B I W O @ A

B C N X A F L A K C M
0

K S O @ A F A B F A E A N N O @ B C
t

O @ F Q D M @ N O F K C M N K C O @ A R Q C R B O A C B O A P
P K B M F B G T ? @ A F A K N B C K C V B F K B C O K C C A F H F Q P D R O 〈·, ·〉 Q C

Wt,n
P A _ C A P L I 〈α, β〉 =

β∗α
W X @ K R @ K N B C A E A G A C O Q S O @ A Q C A P K G A C N K Q C B E V A R O Q F N H B R A

Wt,n
T ? @ K N K C C A F

H F Q P D R O K N H Q N K O K V A N A G K P A _ C K O A B C P O @ A � D Q O K A C O Wt,n
K N B � K E L A F O N H B R A

B � Q F P K C M B F A H F A N A C O B O K Q C Q S T Lm
T ? @ K N F A N D E O K N X A E E Y C Q X C O Q O @ A A a H A F O N

L D O H F Q L B L E I P Q A N C Q O B H H A B F B C I X @ A F A K C O @ A E K O A F B O D F A T
¢ K C R A O @ A N Q D F R A Q S H Q N K O K V K O I S Q F Q D F B C C D E B F ? A G H A F E A I h J K A L G Q P D E A N

X K E E L A O @ B O Q S O @ K N K C C A F H F Q P D R O W X A M K V A B F A B N Q C B L E I P A O B K E A P H F Q Q S @ A F A
� O F B R Y K C M H Q N K O K V K O I P Q X C O Q K O N V Q C ¡ A D G B C C B E M A L F B K R Q F K M K C T
¸ ¹ º » ¼ º ½ ¬ « ß à À ³

δ ≥ 2
À ³

δ = 2cos π/a á Ì À ³
a = 3, 4, 5, ... á ² Ê Æ ´ Ã Ã Æ ³

Í ³ À Á â ã ² À Ã
Wt,n

Á Æ ä Ã Æ Á ´ Ã ² Ê Æ Í ³ Æ µ ´ À â Î Í ¶ ³ ¶ Ï ³ ¶ Í Ê ´ Î Í À Î ´ ² ´ µ Æ Î Æ Â ´ Á Æ ä Ã ´ ² Æ å
² Ê ¶ ² ´ Î á 〈α, α〉 ≥ 0

Ì À ³ ¶ · ·
α Ò

Ó F Q Q S T § A X K E E A � A R O K V A E I K P A C O K S I O @ A F A H F A N A C O B O K Q C Q C Wt,n
X K O @ O @ A

B R O K Q C Q C B H F K C R K H B E E A S O K P A B E K C T Ln
W X @ K R @ @ B N B H Q N K O K V A P A _ C K O A K C C A F

H F Q P D R O R Q G K C M S F Q G O @ A ` B F Y Q V O F B R A Q S b c ® e T
d



? @ A B E M A L F B T Ln
X B N B C B E I N A P K C b c ® e D N K C M O @ A L B N K R R Q C N O F D R O K Q C T g P Q H O h

K C M O @ B O O A R @ C K � D A W L I K C P D R O K Q C W O @ A K F F A P D R K L E A F A H F A N A C O B O K Q C N
ψt

S Q F
0 ≤

t ≤ n
X K O @

t ≡ n mod 2
N Q Q L O B K C A P B F A D C K � D A E I P A _ C A P D H O Q A � D K V B E A C R A

L I O @ A S Q E E Q X K C M H F Q H A F O I Ö K S
p

K N O @ A E B F M A N O K C O A M A F N D R @ O @ B O
ψt(e1e3e5....e2p−1)K N C Q O ± A F Q W O @ A C

p = n−t
2

T U Q F A B R @ N D R @
t
E A O

qt
L A O @ A G K C K G B E R A C O F B E K P A G h

H Q O A C O K C T Ln
R Q F F A N H Q C P K C M O Q

ψt
B C P P A _ C A B C Q O @ A F K C C A F H F Q P D R O {·, ·}Q C

Wt,n
L I

{α, β} = tr(Φ(β̃∗α̃)qt)X @ A F A
tr

P A C Q O A N O @ A ` B F Y Q V O F B R A Q S b c ® e B C P W M K V A C B L B N K N P K B M F B G
γ ∈Wt,n

W
γ̃

K N O @ A
TLn,n

P K B M F B G Q L O B K C A P S F Q G
γ

B N K C U K M D F A � T d T

¨ © ª « ¬ « æ
t ç è é ê ë ì ç

γ

p í î ï ç
¡ Q X Q L N A F V A O @ B O K S

β∗α
@ B N S A X A F O @ B C

t
O @ F Q D M @ N O F K C M N O @ A C

Φ(β̃∗α̃)qt =
0
T ? @ K N K N L A R B D N A

β̃∗α̃
G B I L A X F K O O A C K C O @ A S Q F G

γ1E1E3E5....E2k−1γ2
X K O @

k > n−t
2

T � C O @ A Q O @ A F @ B C P K S
β∗α

@ B N
t
O @ F Q D M @ N O F K C M N O @ A C

β̃∗α̃ = 〈α, β〉Φ(E1E3E5...E2p−1).? @ D N K C O @ K N R B N A O @ A ` B F Y Q V O F B R A Q S
(β̃∗α̃)qt

K N B H Q N K O K V A C Q C h ± A F Q G D E O K H E A W
K

W P A H A C P K C M Q C E I Q C
n, δ

W B C P
t
W Q S 〈α, β〉 T Ô Q G L K C K C M O @ A O X Q H Q N N K L K E K O K A N

S Q F O @ A C D G L A F Q S O @ F Q D M @ N O F K C M N X A N A A O @ B O {α, β} = K〈α, β〉 T ¢ K C R A O @ A
O F B R A Q C B ] ]

1
S B R O Q F M K V A N B H Q N K O K V A P A _ C K O A K C C A F H F Q P D R O W {·, ·} K N H Q N K O K V A

N A G K P A _ C K O A B C P N Q K N 〈·, ·〉 T �§ A N @ B E E C Q X Q L O B K C S Q F G D E B A S Q F O @ A P K G A C N K Q C N Q S O @ A K C P K V K P D B E Wt
nS Q F

δ = 2cos π/a
T ? Q O @ K N A C P E A O

dt,m = dim(Wt
t+2m)

S Q F
t = 0, 1, 2, . . . , a− 2B C P

m = 0, 1, 2, . . .
T ? @ A C O @ A G A B C K C M Q S O @ A ^ F B O O A E K P K B M F B G K N H F A R K N A E I

O @ B O
dt,m = dt−1,m + dt+1,m−1,X K O @

dt,−1 = 0
S Q F B E E

t
W
da−1,n = 0

S Q F B E E
n

B C P
d−1,0 = 1

L D O
d−1,n = 0

S Q F
n > 0

T ^ I K C P D R O K Q C O @ A N A F A E B O K Q C N D C K � D A E I P A O A F G K C A O @ A
dt,n

T ] S X A S Q F G
O @ A M A C A F B O K C M S D C R O K Q C N

Dt(z) =
∞

∑

n=0

dt,nz
n

O @ A C O @ A N A F A E B O K Q C N B F A A � D K V B E A C O O Q
zDt+1 = Dt −Dt−1,

ð



X K O @
Da−1 = 0

B C P
D−1 = 1

T
? @ D N B C I H Q X A F N A F K A N

Dt(z)
N B O K N K S I K C M O @ A N A R Q C P K O K Q C N G D N O L A O @ A

M A C A F B O K C M S D C R O K Q C N S Q F O @ A
dt,n

T ^ D O K S
Qr

B F A O @ A G Q P K _ A P ? R @ A L I R @ A V
H Q E I C Q G K B E N P A _ C A P B L Q V A O @ A C N A O O K C M

Dt =
Qa−t−1

Qa

X A N A A O @ B O O @ A F A E B O K Q C N
B F A N B O K N _ A P T

§ A N A A X A @ B V A H F Q V A P O @ A S Q E E Q X K C M T
¸ ¹ º » ¼ º ½ ¬ « ñ à À ³

δ = 2cos π/a
¶ Ã Á ¶ · · ´ Ã ² Æ Ï Æ ³ Î

t ≥ 0 á ² Ê Æ Ï Æ Ã Æ ³ ¶ ² ´ Ã Ï Ì â Ã ã Ä
² ´ À Ã

Dt(z) =
∑

∞

n=0 dimWt,t+2nz
n ´ Î Æ ò â ¶ · ² À Qa−t−1

Qa
Ò

ó º ½ ô ¼ õ ¬ « ö ? @ A Q F P K C B F I ? A G H A F E A I h J K A L B E M A L F B N G B I L A O D F C A P K C O Q B C
B E M A L F Q K P K C O @ A Q L V K Q D N X B I X K O @ Q L Z A R O N L A K C M O @ A C Q C h C A M B O K V A K C O A M A F N B C P
G Q F H @ K N G N S F Q G

m
O Q
n

L A K C M E K C A B F R Q G L K C B O K Q C N Q S F A R O B C M D E B F ? A G H A F E A I h
J K A L P K B M F B G N X K O @

m
H Q K C O N Q C O @ A L Q O O Q G L Q D C P B F I B C P

n
Q C O @ A O Q H T

[ ¢ Q O @ A G Q F H @ K N G N B F A O @ A ± A F Q V A R O Q F N H B R A K S
m

B C P
n

B F A P K � A F A C O G Q P D E Q
2
T \ ] O K N R E A B F O @ B O K S X A P A _ C A S Q F A B R @

t
O @ A V A R O Q F N H B R A [ M F B P A P L I

m
\ W

Wt = {Wt,m}
O Q L A ± A F Q K S

t < m
Q F
t

B C P
m

B F A C Q O A � D B E G Q P D E Q
2
W O @ A C

O @ A N A B F A B F A O @ A � K E L A F O N H B R A G Q P D E A N Q V A F O @ A B E M A L F Q K P T

÷ ø ù 6 ú û ú ü ý ú 8 þ ú ÿ � � = ú �
` Q O K V B O A P L I B R Q C Z A R O D F A Q S U F A A P G B C B C P § B E Y A F W X A B F A M Q K C M O Q P A _ C A
B N E K M @ O E I P K � A F A C O V A F N K Q C Q S O @ A B C C D E B F ? A G H A F E A I h J K A L B E M A L F B S F Q G O @ B O
Q S b c � e T ] O X K E E L A A N N A C O K B E E I O @ A N B G A B N O @ B O Q S b � e T ? @ A P K � A F A C R A K N K C @ Q X
K N Q O Q H K A N B F A F A � D K F A P O Q B R O Q C O @ A L Q D C P B F I T ] C Q F P A F O Q B V Q K P R Q C S D N K Q C
X K O @ O @ A P A _ C K O K Q C N Q S b c � e W X A X K E E @ A F A R B E E Q D F P K B M F B G N f B � C A f F B O @ A F
O @ B C B C C D E B F T

] C O @ A S Q E E Q X K C M P A _ C K O K Q C W S Q F B H Q N K O K V A K C O A M A F
k
W {k} X K E E P A C Q O A O @ A N A O

Q S
k
O @ T F Q Q O N Q S D C K O I K C

C
T f ? @ A f B C C D E D N

A
X K E E G A B C O @ A N A O Q S R Q G H E A a

C D G L A F N
z

X K O @
1 ≤ |z| ≤ 2

T
� º � � © � © » � × « ­ � Æ ²

m
¶ Ã Á

n
Ð Æ ² 	 À Ã À Ã Ä Ã Æ Ï ¶ ² ´ µ Æ ´ Ã ² Æ Ï Æ ³ Î Æ ò â ¶ · Â À Á 
 Ò � Ã

B � C A
(m,n)

? J P K B M F B G 	 ´ · · Ð Æ ² Ê Æ ´ Ã ² Æ ³ Î Æ ã ² ´ À Ã 	 ´ ² Ê ² Ê Æ ¶ Ã Ã â · â Î À Ì ¶ Î Ñ Î ² Æ Â
À Ì Î Â À À ² Ê ã · À Î Æ Á ã â ³ µ Æ Î ¾ Î ² ³ ´ Ã Ï Î È ´ Ã

C
² Ê ¶ ² Â Æ Æ ² ² Ê Æ Ð À â Ã Á ¶ ³ Ñ À Ì ² Ê Æ ¶ Ã Ã â Ä

· â Î ² ³ ¶ Ã Î µ Æ ³ Î ¶ · · Ñ á Í ³ Æ ã ´ Î Æ · Ñ ´ Ã ² Ê Æ Í À ´ Ã ² Î {m} ¶ Ã Á
2{n} Ò � â ã Ê Á ´ ¶ Ï ³ ¶ Â Î ¶ ³ Æ

ã À Ã Î ´ Á Æ ³ Æ Á ² À Ð Æ ² Ê Æ Î ¶ Â Æ ´Ì ² Ê Æ Ñ Á ´
 Æ ³ Ð Ñ ´ Î À ² À Í ´ Æ Î À Ì ² Ê Æ ¶ Ã Ã â · â Î X @ K R @ B F A
O @ A K P A C O K O I Q C O @ A L Q D C P B F I Ò

� Ã ¶ � Ã Æ É � Á ´ ¶ Ï ³ ¶ Â 	 ´ · · Ð Æ ã ¶ · · Æ Á R Q C C A R O A P ´Ì ´ ² Ê ¶ Î Ã À ã · À Î Æ Á ã â ³ µ Æ Î
´ Ã ² Ê Æ ´ Ã ² Æ ³ ´ À ³ À Ì ² Ê Æ ¶ Ã Ã â · â Î Ò

¯



� O @ F Q D M @ N O F K C M ´ Ã ¶ Ã ¶ � Ã Æ É � Á ´ ¶ Ï ³ ¶ Â 	 ´ · · Ð Æ ¶ Î ² ³ ´ Ã Ï 	 Ê À Î Æ Æ Ã Á Í À ´ Ã ² Î
· ´ Æ À Ã Á ´
 Æ ³ Æ Ã ² Ð À â Ã Á ¶ ³ Ñ ã À Â Í À Ã Æ Ã ² Î À Ì

A Ò
? Q G B Y A O @ A N A O Q S B E E B � C A ? J P K B M F B G N K C O Q B R B O A M Q F I X A R Q G H Q N A B C

(m, p)
P K B M F B G

α
X K O @ B

(p, n)
P K B M F B G

β
L I

β ◦ α = O(2β ∪ α)
X @ A F A X A

@ B V A N G Q Q O @ A P O @ A N O F K C M N Q S
α

B C P
2β

X @ A F A O @ A I G A A O B C P
O

K N O @ A O F B C N h
S Q F G B O K Q C Q S

C
X @ K R @ N A C P N

reiθ O Q √
reiθ T [ ¢ G Q Q O @ K C M R Q D E P L A B V Q K P A P L I

F A � D K F K C M O @ A K N Q O Q H K A N O Q L A O @ A K P A C O K O I K C B C A K M @ L Q D F @ Q Q P Q S O @ A L Q D C P B F I
B C P K C N K N O K C M O @ B O O @ A N O F K C M N L A

C∞
H A F H A C P K R D E B F O Q O @ A L Q D C P B F I T \

] S
m

B C P
n

B F A A V A C W B C B � C A
TL

P K B M F B G B P G K O N B Î Ê ¶ Á ´ Ã Ï W K T A T B � h
R Q E Q D F K C M Q S O @ A R Q C C A R O A P R Q G H Q C A C O N Q S O @ A R Q G H E A G A C O Q S O @ A N O F K C M N K C
A

W N Q O @ B O O X Q R Q G H Q C A C O N X @ Q N A R E Q N D F A N G A A O @ B V A P K � A F A C O R Q E Q D F N T ? @ A
H F A R K N A R B O A M Q F I O @ B O X K E E K C O A F A N O D N K N O @ A R B O A M Q F I X K O @ O X Q Q L Z A R O N

(n,±)S Q F A B R @ C Q C h C A M B O K V A K C O A M A F
n

B C P X @ A F A O @ A N A O Q S G Q F H @ K N G N S F Q G
(m,±)O Q

(n,±)
K N O @ A N A O Q S N @ B P A P B � C A

(2m, 2n) TL
P K B M F B G N T ¢ @ B P K C M N B F A

P A O A F G K C A P L I O @ A S Q E E Q X K C M R Q C V A C O K Q C X @ A F A f � f G A B C N N @ B P A P B C P f h f
G A B C N D C N @ B P A P � K S

β
K N B P K B M F B G M K V K C M B G Q F H @ K N G S F Q G

(m, sgn)
O Q

(n, sgn′)
O @ A C Q C O @ A K C C A F L Q D C P B F I Q S

A
B N G B E E F A M K Q C R E Q N A O Q

1
B C P K C O @ A

_ F N O � D B P F B C O K N N @ B P A P B R R Q F P K C M O Q
sgn

B C P B N G B E E F A M K Q C R E Q N A O Q
2

B C P
K C O @ A _ F N O � D B P F B C O K N N @ B P A P B R R Q F P K C M O Q

sgn′
T § A K E E D N O F B O A K C U K M D F A ® T �

L I M K V K C M B C A a B G H E A Q S B G Q F H @ K N G S F Q G
(2,−)

O Q
(3,+)

T
¨ © ª « × « ¬

� K V A C B C B � C A
TL

P K B M F B G
α
W
α̂

X K E E P A C Q O A O @ A R Q C C A R O A P P K B M F B G S Q F G A P L I
F A G Q V K C M B E E R Q C O F B R O K L E A R E Q N A P N O F K C M N S F Q G

α
W B C P

c(α)
X K E E L A O @ A C D G L A F

Q S R Q C O F B R O K L E A R E Q N A P N O F K C M N K C
α
T

� º � � © � © » � × « × É Ê Æ B � C A ? J B E M A L F Q K P
AffTL

	 ´ ² Ê Í ¶ ³ ¶ Â Æ ² Æ ³
δ ∈ C

	 ´ · ·
Ð Æ ² Ê Æ ã ¶ ² Æ Ï À ³ Ñ 	 Ê À Î Æ À Ð � Æ ã ² Î ¶ ³ Æ

N∪{0}×{+,−} á 	 Ê À Î Æ Î Æ ² À Ì Â À ³ Í Ê ´ Î Â Î á
AffTL(m,±),(n,±) á ´ Î ² Ê Æ µ Æ ã ² À ³ Î Í ¶ ã Æ Ê ¶ µ ´ Ã Ï ¶ Î Ð ¶ Î ´ Î ² Ê Æ Î Æ ² À Ì Î Ê ¶ Á Æ Á R Q C h
C A R O A P ¶ � Ã Æ

TL (2m, 2n)
Á ´ ¶ Ï ³ ¶ Â Î ¶ Î ¶ Ð À µ Æ á ¶ Ã Á Â â · ² ´ Í · ´ ã ¶ ² ´ À Ã Ð Æ ² 	 Æ Æ Ã

ã À Â Í À Î ¶ Ð · Æ Â À ³ Í Ê ´ Î Â Î ´ Î ² Ê Æ · ´ Ã Æ ¶ ³ Æ � ² Æ Ã Î ´ À Ã À Ì ² Ê Æ Â ¶ Í À Ã Ð ¶ Î ´ Î Æ · Æ Â Æ Ã ² Î
Ï ´ µ Æ Ã Ð Ñ

βα = δc(β◦α)β̂ ◦ α.
¤



� F A H F A N A C O B O K Q C À Ì
AffTL

	 ´ · · Ð Æ ¶ ã À µ ¶ ³ ´ ¶ Ã ² Ì â Ã ã ² À ³ Ì ³ À Â ² Ê ´ Î ã ¶ ² Æ Ï À ³ Ñ
´ Ã ² À ² Ê Æ ã ¶ ² Æ Ï À ³ Ñ À Ì µ Æ ã ² À ³ Î Í ¶ ã Æ Î ÒÉ Ê Æ ² ³ ¶ Ã Î Ì À ³ Â ¶ ² ´ À Ã

z 7→ 2/z̄
À Ì

C
Í ³ Æ Î Æ ³ µ Æ Î ¶ � Ã Æ

TL
Á ´ ¶ Ï ³ ¶ Â Î ¶ Ã Á Î À

Á Æ ä Ã Æ Î ¶ ã À Ã � â Ï ¶ ² Æ Ä · ´ Ã Æ ¶ ³ ¶ Ã ² ´ ´ Ã µ À · â ² ´ À Ã
∗

À Ì ² Ê Æ ¶ · Ï Æ Ð ³ À ´ Á
AffTL Ò � ³ Æ Í Ä

³ Æ Î Æ Ã ² ¶ ² ´ À Ã
π

À Ì
AffTL

	 ´ · · Ð Æ ã ¶ · · Æ Á ¶ � ´ · Ð Æ ³ ² ³ Æ Í ³ Æ Î Æ Ã ² ¶ ² ´ À Ã ´Ì ² Ê Æ ³ Æ Í ³ Æ Ä
Î Æ Ã ² ´ Ã Ï µ Æ ã ² À ³ Î Í ¶ ã Æ Î ¶ ³ Æ � ´ · Ð Æ ³ ² Î Í ¶ ã Æ Î ¶ Ã Á

π(α∗) = π(α)∗
Ì À ³ ¶ · · Á ´ ¶ Ï ³ ¶ Â Î

α Ò
ó º ½ ô ¼ õ × « ß � ¶ µ ´ Ã Ï ² ¶ Ë Æ Ã · ´ Ã Æ ¶ ³ ã À Â Ð ´ Ã ¶ ² ´ À Ã Î À Ì ¶ Ã Ã â · ¶ ³ Á ´ ¶ Ï ³ ¶ Â Î 	 Æ ã ¶ Ã
Ã À 	 Ï ´ µ Æ ¶ Â Æ ¶ Ã ´ Ã Ï ² À ¶ Ã ¶ Ã Ã â · ¶ ³ Á ´ ¶ Ï ³ ¶ Â 	 Ê ´ ã Ê ¶ · Î À ã À Ã ² ¶ ´ Ã Î ¶ ¾ ã À Ã Ä
² ³ ¶ ã ² ´ Ð · Æ È ³ Æ ã ² ¶ Ã Ï · Æ 	 ´ ² Ê

2m
Ð À â Ã Á ¶ ³ Ñ Í À ´ Ã ² Î · ¶ Ð Æ · · Æ Á Ð Ñ ¶ Ã Æ · Æ Â Æ Ã ²

x ∈ TLk Ò
� â ã Ê ¶ Á ´ ¶ Ï ³ ¶ Â 	 ´ · · Â Æ ¶ Ã ² Ê Æ · ´ Ã Æ ¶ ³ ã À Â Ð ´ Ã ¶ ² ´ À Ã À Ì ¶ Ã Ã â · ¶ ³ Á ´ ¶ Ï ³ ¶ Â Î À Ð Ä
² ¶ ´ Ã Æ Á Ð Ñ 	 ³ ´ ² ´ Ã Ï

x
¶ Î ¶ · ´ Ã Æ ¶ ³ ã À Â Ð ´ Ã ¶ ² ´ À Ã À Ì Ð ¶ Î ´ Î Æ · Æ Â Æ Ã ² Î ¶ Ã Á ´ Ã Î Æ ³ ² ´ Ã Ï

² Ê À Î Æ Ð ¶ Î ´ Î Æ · Æ Â Æ Ã ² Î ´ Ã ² Ê Æ ³ Æ ã ² ¶ Ã Ï · Æ ² À À Ð ² ¶ ´ Ã ¶ · ´ Ã Æ ¶ ³ ã À Â Ð ´ Ã ¶ ² ´ À Ã À Ì
AffTLÆ · Æ Â Æ Ã ² Î Ò É Ê Æ Ð Æ Ï ´ Ã Ã ´ Ã Ï Ð À â Ã Á ¶ ³ Ñ Í À ´ Ã ² À Ã ² Ê Æ ³ Æ ã ² ¶ Ã Ï · Æ 	 À â · Á Ã Æ Æ Á ² À Ð Æ

Â ¶ ³ Ë Æ Á ´Ì ² Ê Æ ³ Æ 	 Æ ³ Æ ¶ Ã Ñ ¶ Â Ð ´ Ï â ´ ² Ñ Ò
� K E L A F O F A H F A N A C O B O K Q C N B P G K O B C Q L V K Q D N P K F A R O N D G Q H A F B O K Q C B C P K C O @ K N

H B H A F X A X K N @ O Q R E B N N K S I B E E � K E L A F O F A H F A N A C O B O K Q C N K C O Q O @ A R B O A M Q F I Q S _ C K O A
P K G A C N K Q C B E � K E L A F O N H B R A N T ? @ A I X K E E B E E L A � D Q O K A C O N Q S B D C K V A F N B E S B G K E I
X @ K R @ X A C Q X P A _ C A T

U Q F O @ A F A N O Q S O @ K N N A R O K Q C X A N D H H Q N A O @ B O
sgn

K N B _ a A P N K M C W
+

Q F − W
B C P B E E N O B O A G A C O N B F A O Q L A O F D A S Q F L Q O @ V B E D A N Q S

sgn
T

� º � � © � © » � × « æ à À ³ ¶ Ã Ñ Í À Î ´ ² ´ µ Æ ´ Ã ² Æ Ï Æ ³
k

¶ Ã Á ã À Â Í · Æ � Ã â Â Ð Æ ³
ω

· Æ ²
V k,ω

n,sgn

Ð Æ
² Ê Æ Ï ³ ¶ Á Æ Á µ Æ ã ² À ³ Î Í ¶ ã Æ ¾ Ï ³ ¶ Á Æ Á Ð Ñ ² Ê Æ Î â Ð Î ã ³ ´ Í ² Î á ´ Ã

(N ∪{0})×{+,−}È ² Ê ¶ ²
´ Î ² Ê Æ ò â À ² ´ Æ Ã ² À Ì

AffTL(k,+),(n,sgn)
Ð Ñ ² Ê Æ Î â Ð Î Í ¶ ã Æ Î Í ¶ Ã Ã Æ Á Ð Ñ ¶ · · Á ´ ¶ Ï ³ ¶ Â Î

	 ´ ² Ê · Æ Î Î ² Ê ¶ Ã
2k

² Ê ³ À â Ï Ê Î ² ³ ´ Ã Ï Î ¾ Î À ² Ê ¶ ²
V k,ω

n,sgn = 0
Ì À ³

n < k
È ¶ Ã Á ¶ · ·

Æ · Æ Â Æ Ã ² Î À Ì ² Ê Æ Ì À ³ Â
αρ − ωα

	 Ê Æ ³ Æ
ρ ∈ AffTL(k,+),(k,+)

´ Î ² Ê Æ Á ´ ¶ Ï ³ ¶ Â ¶ · ·
À Ì 	 Ê À Î Æ Î ² ³ ´ Ã Ï Î ¶ ³ Æ ² Ê ³ À â Ï Ê Î ² ³ ´ Ã Ï Î ¶ Ã Á Ì À ³ 	 Ê ´ ã Ê

1
´ Î ã À Ã Ã Æ ã ² Æ Á ² À

2e4πi/2k Ò¾ Å Æ 	 ´ · · â Î Æ ² Ê Æ Ã À ² ¶ ² ´ À Ã
ρk

´ Ì 	 Æ Ã Æ Æ Á ² À Î Í Æ ã ´Ì Ñ ² Ê Æ ¶ ã ² â ¶ · Ã â Â Ð Æ ³ À Ì Î ² ³ ´ Ã Ï Î
ρ

Ê ¶ Î Ò � À ² Æ ² Ê ¶ ²
ρk

k

´ Î ² Ê Æ ³ À ² ¶ ² ´ À Ã Ð Ñ
2π Ò Èà À ³

ω 6= −1
¶ Ã Á

µ 6= δ
	 Æ · Æ ²

V 0,ω
n,sgn

Ð Æ ² Ê Æ Ï ³ ¶ Á Æ Á µ Æ ã ² À ³ Î Í ¶ ã Æ ¾ Ï ³ ¶ Á Æ Á Ð Ñ
(N ∪{0})×{+,−}È ² Ê ¶ ² ´ Î ² Ê Æ ò â À ² ´ Æ Ã ² À Ì ² Ê Æ µ Æ ã ² À ³ Î Í ¶ ã Æ

AffTL(0,+),(n,sgn)Ð Ñ ² Ê Æ · ´ Ã Æ ¶ ³ Î Í ¶ Ã À Ì Æ · Æ Â Æ Ã ² Î À Ì ² Ê Æ Ì À ³ Â
ασ∗σ− µ̄µα á 	 Ê Æ ³ Æ

σ
´ Î ¶ Ã Æ · Æ Â Æ Ã ²

À Ì
AffTL(0,+),(0,−)

´ Î ² Ê Æ Á ´ ¶ Ï ³ ¶ Â Ê ¶ µ ´ Ã Ï Æ � ¶ ã ² · Ñ À Ã Æ ã · À Î Æ Á Ê À Â À · À Ï ´ ã ¶ · · Ñ
Ã À Ã Ä ² ³ ´ µ ´ ¶ · ¾ ´ Ã

A
È Î ² ³ ´ Ã Ï Òà À ³

k = 0
¶ Ã Á

µ = δ
	 Æ · Æ ²

V 0,ω
n,sgn

Ð Æ ² Ê Æ µ Æ ã ² À ³ Î Í ¶ ã Æ 	 ´ ² Ê Ð ¶ Î ´ Î ² Ê Æ Î Æ ²
À Ì ¶ · · À ³ Á ´ Ã ¶ ³ Ñ É Æ Â Í Æ ³ · Æ Ñ Ä � ´ Æ Ð Á ´ ¶ Ï ³ ¶ Â Î ´ Ã ¶ Á ´ Î ã 	 ´ ² Ê Ð À â Ã Á ¶ ³ Ñ Í À ´ Ã ² Î Ð Æ ´ Ã Ï
² Ê Æ

2n
Ä ² Ê Ò ³ À À ² Î À Ì â Ã ´ ² Ñ á ¶ Ã Á Ê ¶ µ ´ Ã Ï ² Ê Æ Î Ê ¶ Á ´ Ã Ï Á Æ ² Æ ³ Â ´ Ã Æ Á Ð Ñ

sgn Ò É Ê ´ Î
´ Î ¶ ã ² Æ Á À Ã ´ Ã ² Ê Æ À Ð µ ´ À â Î 	 ¶ Ñ Ð Ñ

AffTL Ò � À ² Æ ¶ · Î À ² Ê ¶ ² ´ ² ´ Î ² Ê Æ ò â À ² ´ Æ Ã ²
�



À Ì
AffTL(0,sgn),(n,sgn)

Ð Ñ ² Ê Æ ³ Æ · ¶ ² ´ À Ã ² Ê ¶ ² Î Æ ² Î ¶ Á ´ ¶ Ï ³ ¶ Â Æ ò â ¶ · ² À ¶ Ã Ñ À ² Ê Æ ³
Á ´ ¶ Ï ³ ¶ Â 	 ´ ² Ê ² Ê Æ Î ¶ Â Æ Î Ñ Î ² Æ Â À Ì ã À Ã Ã Æ ã ² ´ À Ã Î Ð Æ ² 	 Æ Æ Ã Ð À â Ã Á ¶ ³ Ñ Í À ´ Ã ² Î Òà À ³

ω = −1
¾ Ê Æ Ã ã Æ

µ = 0
È 	 Æ · Æ ²

¾ ¶ È
V 0,−1,sgn

n,sgn

Ð Æ ² Ê Æ ò â À ² ´ Æ Ã ² À Ì ² Ê Æ µ Æ ã ² À ³ Î Í ¶ ã Æ
AffTL(0,sgn),(n,sgn)

Ð Ñ ² Ê Æ
· ´ Ã Æ ¶ ³ Î Í ¶ Ã À Ì Æ · Æ Â Æ Ã ² Î À Ì ² Ê Æ Ì À ³ Â

ασ∗σ á ¶ Ã Á
¾ Ð È È

V 0,−1,−sgn
n,sgn

Ð Æ ² Ê Æ ò â À ² ´ Æ Ã ² À Ì ² Ê Æ µ Æ ã ² À ³ Î Í ¶ ã Æ
AffTL(0,−sgn),(n,sgn)

Ð Ñ
² Ê Æ · ´ Ã Æ ¶ ³ Î Í ¶ Ã À Ì Æ · Æ Â Æ Ã ² Î À Ì ² Ê Æ Ì À ³ Â

ασ∗
¾ À ³

ασ
¶ ã ã À ³ Á ´ Ã Ï ² À

sgn
È Ò

ó º ½ ô ¼ õ × « ñ � À ² Æ ² Ê ¶ ²
V 0,ω

n,sgn

Á Æ Í Æ Ã Á Î À Ã · Ñ À Ã
µ

² Ê ³ À â Ï Ê
ω

¾ ¶ Î
µ =

√
ω +√

ω
−1 È á Î À â Î ´ Ã Ï

ω
´ Ã ² Ê Æ Ã À ² ¶ ² ´ À Ã ´ Î � â Î ² ´ä Æ Á ÒÉ Ê Æ Î Í Æ ã ´ ¶ · ² ³ Æ ¶ ² Â Æ Ã ² À Ì ² Ê Æ ã ¶ Î Æ

ω = −1
´ Î â Ã Ì À ³ ² â Ã ¶ ² Æ Ð â ² â Ã ¶ µ À ´ Á ¶ Ð · Æ Ò� Ì À Ã Æ Á Æ ä Ã Æ Á ² 	 À Á ´
 Æ ³ Æ Ã ² Î â ã Ê ³ Æ Í ³ Æ Î Æ Ã ² ¶ ² ´ À Ã Î ´ Ã ¶ · · ã ¶ Î Æ Î á ² Ê Æ Ã ´Ì

k 6= 0² Ê Æ Ñ 	 À â · Á Ð Æ ´ Î À Â À ³ Í Ê ´ ã µ ´ ¶ Æ ´ ² Ê Æ ³
ρ

À ³ ¶ Á ´ ¶ Ï ³ ¶ Â 	 ´ ² Ê À Ã Æ Ê À Â À · À Ï ´ ã ¶ · · Ñ
Ã À Ã Ä ² ³ ´ µ ´ ¶ · ã ´ ³ ã · Æ á Ð â ² ² Ê ´ Î · ¶ Î ² Â ¶ Í ´ Î Ã À ² ´ Ã µ Æ ³ ² ´ Ð · Æ ´ Ì

µ = 0 Ò � · Î À À Ì ã À â ³ Î Æ
² Ê Æ Î Æ ² 	 À ³ Æ Í ³ Æ Î Æ Ã ² ¶ ² ´ À Ã Î

V 0,−1,± ¶ ³ Æ ´ Ã Æ ò â ´ µ ¶ · Æ Ã ² Î ´ Ã ã Æ ² Ê Æ ² 	 À Î Í ¶ ã Æ Î Ï ³ ¶ Á Æ Á
Ð Ñ

0
Ê ¶ µ Æ Á ´
 Æ ³ Æ Ã ² Á ´ Â Æ Ã Î ´ À Ã Î Ò

ó º ½ ô ¼ õ × « ö � ´ Ã ã Æ ã À Â Í À Î ´ ² ´ À Ã À Ì ² ¶ Ã Ï · Æ Î Á À Æ Î Ã À ² ´ Ã ã ³ Æ ¶ Î Æ ² Ê Æ Ã â Â Ð Æ ³ À Ì
² Ê ³ À â Ï Ê Î ² ³ ´ Ã Ï Î ¶ Ã Á ² Ê Æ ¶ ã ² ´ À Ã À Ì ² ¶ Ã Ï · Æ Î À Ã ² Ê Æ ´ Ã Î ´ Á Æ ¶ Ã Ã â · ¶ ³ Ð À â Ã Á ¶ ³ Ñ ã À Â Ä
Â â ² Æ Î 	 ´ ² Ê ² Ê Æ ¶ ã ² ´ À Ã À Ã ² Ê Æ À â ² Î ´ Á Æ á ² Ê Æ

V k,ω Ð Æ ã À Â Æ Â À Á â · Æ Î À µ Æ ³
AffTLÐ Ñ ã À Â Í À Î ´ ² ´ À Ã ´ Ã ² Ê ¶ ² ã ¶ ² Æ Ï À ³ Ñ Ò

ó º ½ ô ¼ õ × « � � Ð Î Æ ³ µ Æ ² Ê ¶ ²
V k,ω

n,±

´ Î ä Ã ´ ² Æ Á ´ Â Æ Ã Î ´ À Ã ¶ · Ì À ³ ä � Æ Á
k

¶ Ã Á
n Ò Å Æ

	 ´ · · Ã Æ Æ Á ² Ê Æ ´ ³ Á ´ Â Æ Ã Î ´ À Ã Î á 	 Ê ´ ã Ê ã ¶ Ã Ð Æ ã ¶ · ã â · ¶ ² Æ Á Ð Ñ ã À â Ã ² ´ Ã Ï Á ´ ¶ Ï ³ ¶ Â Î
Æ � ¶ ã ² · Ñ ¶ Î ´ Ã � � 
 � �

¶ È à À ³
k > 0

¶ Ã Á
n ≥ k á dim(V k,ω

n,± ) =

(

2n

n− k

)

Ð È à À ³
k = 0 á µ = 0

¶ Ã Á
n > 0 á dim(V 0,ω,±

n,± ) =
1

2

(

2n

n

) å
dim(V 0,−1,sgn

0,sgn ) = 1 á dim(V 0,−1,sgn
0,−sgn ) = 0

ã È à À ³
k = 0

¶ Ã Á
µ = δ á dim(V 0,ω

n,±) =
1

n+ 1

(

2n

n

)

Á È à À ³
k = 0

¶ Ã Á
0 < µ < δ á dim(V 0,ω

n,±) =

(

2n

n

)

U Q F D C K S Q F G K O I Q S C Q O B O K Q C W K C O @ A R B N A
k = 0, µ = 0

X A X K E E D N A O @ A
N D H A F N R F K H O

ω
O Q P A C Q O A O @ A H B K F

(−1,±)
K C O @ A B L Q V A S Q F G D E B A T

§ A C Q X P A _ C A O @ A Y A I K C M F A P K A C O Q S O @ K N H B H A F W B N A N � D K E K C A B F S Q F G Q C
A B R @

V k,ω
n,±

T ? Q O @ K N A C P C Q O A O @ B O O @ A � D Q O K A C O
Affk,sgn

Q S
AffTL(k,sgn),(k,sgn)L I O @ A N D L N H B R A N H B C C A P L I P K B M F B G N X K O @ S A X A F O @ B C
k

O @ F Q D M @ N O F K C M N K N
c �



B D C K O B E ∗h B E M A L F B S F A A E I M A C A F B O A P L I O @ A A E A G A C O
ρ

X @ A C
k > 0

W B C P
σ∗σX @ A C

k = 0
T ? @ A N A M A C A F B O Q F N B F A D C K O B F I B C P N A E S h B P Z Q K C O W F A N H A R O K V A E I T

? @ D N K S |ω| = 1
B C P

µ ∈ C
X A G B I P A _ C A D C K O B E ∗h B E M A L F B @ Q G Q G Q F H @ K N G N

φ : Affk,sgn → C
L I

φ(ρ) = ω
B C P

φ(σ∗σ) = µ̄µ
F A N H A R O K V A E I T § A B E N Q D N A

O @ A E A O O A F
φ

S Q F O @ A
∗
h B E M A L F B @ Q G Q G Q F H @ K N G S F Q G

AffTL(k,sgn),(k,sgn)

O Q
CQ L O B K C A P L I R Q G H Q N K C M X K O @ O @ A � D Q O K A C O G B H T

� º � � © � © » � × « � Å ´ ² Ê Ã À ² ¶ ² ´ À Ã ¶ Î ´ Ã ² Ê Æ · ¶ Î ² Í ¶ ³ ¶ Ï ³ ¶ Í Ê á Á Æ ä Ã Æ ² Ê Æ Î Æ Î ò â ´ · ´ Ã Ä
Æ ¶ ³ Ì À ³ Â Î 〈·, ·〉 À Ã Æ ¶ ã Ê

AffTL(k,+),(n,sgn)
Ð Ñ 〈v, w〉 = φ(w∗v) Ò

� ¼ » � » � © � © » � × « ­  É Ê Æ Î Æ Î ò â ´ · ´ Ã Æ ¶ ³ Ì À ³ Â À Ì ! Æ ä Ã ´ ² ´ À Ã " Ò # ´ Î ´ Ã µ ¶ ³ ´ ¶ Ã ² å ² Ê ¶ ²
´ Î á 〈αv, w〉 = 〈v, α∗w〉 Ò

Ó F Q Q S T ? @ K N S Q E E Q X N K G G A P K B O A E I S F Q G
w∗αv = (αw)∗v

B C P O @ A S B R O O @ B O
φ

K N B
∗
h B E M A L F B @ Q G Q G Q F H @ K N G T

�

� ¼ » � » � © � © » � × « ­ ­ É Ê Æ Î Æ Î ò â ´ · ´ Ã Æ ¶ ³ Ì À ³ Â À Ì " Ò # Í ¶ Î Î Æ Î ² À ² Ê Æ ò â À ² ´ Æ Ã ²
V k,ω

n,sgn.

Ó F Q Q S T ] S
δ 6= µ

K O S Q E E Q X N S F Q G O @ A ∗h @ Q G Q G Q F H @ K N G H F Q H A F O I Q S
φ

O @ B O
O @ A A E A G A C O N P A _ C A P K C $ A _ C K O K Q C ® T d N H B C C K C M O @ A N D L N H B R A L I X @ K R @ O @ A
� D Q O K A C O X B N O B Y A C B F A Q F O @ Q M Q C B E O Q B E E P K B M F B G N K C

AffTL(k,+),(n,sgn)

T ? @ A
R B N A [ L \ Q S ® T d F A � D K F A N R B F A T � C A Q L N A F V A N O @ B O K S

v = ασ
B C P

w
K N B C I

P K B M F B G K C O @ A N B G A N H B R A O @ A C
w∗v

K N B R O D B E E I B G D E O K H E A Q S
δ

O K G A N B C
A E A G A C O Q S O @ A S Q F G

βσ∗σ
T ? @ K N K N L A R B D N A W B S O A F O @ A F A G Q V B E Q S @ Q G Q E Q M K R B E E I

O F K V K B E R K F R E A N W
w∗v

@ B N B @ Q G Q E Q M K R B E E I C Q C O F K V K B E R K F R E A W @ A C R A B O E A B N O O X Q
L A R B D N A O @ A N @ B P K C M N C A B F O @ A K C C A F B C P Q D O A F L Q D C P B F K A N @ B V A O Q G B O R @ T

U K C B E E I K C O @ A R B N A
µ = δ

W K S O X Q P K B M F B G N
v

B C P
v′

P A _ C A O @ A N B G A N I N O A G
Q S R Q C C A R O K Q C N B G Q C M L Q D C P B F I H Q K C O N W O @ A P K B M F B G N S Q F

w∗v
B C P

w∗v′
B F A

L Q O @ O @ A N B G A N I N O A G Q S R E Q N A P R D F V A N X K O @ O @ A K C C A F B C C D E D N L Q D C P B F I
H Q N N K L E I K C P K � A F A C O F A M K Q C N T ? @ A @ Q G Q E Q M K R B E E I C Q C h O F K V K B E R E Q N A P R D F V A N
G D N O Q R R D F K C H B K F N S Q F O @ A B C C D E D N L Q D C P B F I N @ B P K C M N O Q G B O R @ W B C P N K C R A
µ = δ

W N D R @ B H B K F X K E E R Q D C O O @ A N B G A K S K O K N P A B E O X K O @ L I
φ

Q F K S K O K N
@ Q G Q E Q M K R B E E I O F K V K B E T

�

? @ A A E A G A C O
1 ∈ V k,ω

k,+

R E A B F E I M A C A F B O A N
V k,ω B N B F A H F A N A C O B O K Q C Q S

AffTL
T

§ A X K E E R B E E K O O @ A V B R D D G V A R O Q F B C P X F K O A K O
vω

T ] O N B O K N _ A N O @ A S Q E E Q X K C M
H F Q H A F O K A N W X @ A F A O @ A

εi
B F A B N K C $ A _ C K O K Q C � T ¤ Q S b c � e T

B \ § @ A C
k > 0

W
[ K \ 〈vω, vω〉 = 1[ K K \

ρ(vω) = ωvω[ K K K \
εi(vω) = 0

S Q F
0 ≤ i ≤ 2k − 1L \ § @ A C

k = 0
W

c c



[ K \ 〈vω, vω〉 = 1[ K K \
σ∗σ(vω) = µ̄µvω? @ A S Q E E Q X K C M S D C P B G A C O B E E A G G B X B N H Q Q F E I O F A B O A P K C b c � e T ? @ K N X B N

L A R B D N A O @ A R Q C R E D N K Q C X B N Q L V K Q D N S F Q G N H @ A F K R B E K C V B F K B C R A K C O @ A H E B C B F
B E M A L F B N O Q X @ K R @ K O X B N B H H E K A P T § A M K V A B R B F A S D E H F Q Q S @ A F A T
% º ½ ½ ô × « ­ ¬ É Ê Æ ´ Ã Ã Æ ³ Í ³ À Á â ã ² Î ´ Ã

V k,ω ã ¶ Ã Ð Æ ã ¶ · ã â · ¶ ² Æ Á â Î ´ Ã Ï � â Î ² Í ³ À Í Ä
Æ ³ ² ´ Æ Î ¶ È ¶ Ã Á Ð È ¶ Ð À µ Æ Ò
Ó F Q Q S T ¢ K C R A B C I V A R O Q F K C

V k,ω K N B E K C A B F R Q G L K C B O K Q C Q S B � C A P K B M F B G N
B H H E K A P O Q

vω
W K O N D � R A N L I K C V B F K B C R A O Q N @ Q X @ Q X O @ A A � D B O K Q C N N D � R A O Q

R B E R D E B O A
< αvω, vω >

W X K O @
α

R Q C C A R O A P T U K F N O R Q C N K P A F O @ A R B N A
t > 0

T ? @ A C
α

K N B R Q C C A R O A P B � C A O B C M E A X K O @
2k

K C C A F B C P Q D O A F L Q D C P B F I H Q K C O N T ] S
B E E O @ A N O F K C M N B F A C Q O O @ F Q D M @ N O F K C M N W

α = α′εi
S Q F N Q G A

i
W B C P O @ A K C C A F

H F Q P D R O K N ± A F Q T ] S B E E O @ A N O F K C M N B F A O @ F Q D M @ N O F K C M N
α

K N C A R A N N B F K E I N Q G A
H Q X A F Q S

ρ
N Q O @ A K C C A F H F Q P D R O K N P A O A F G K C A P L I H F Q H A F O K A N [ K \ B C P [ K K \ T

¡ Q X N D H H Q N A
k = 0

T ? @ A C L I R Q C C A R O A P C A N N
α

R Q C N K N O N Q S B R A F O B K C C D G h
L A F Q S N O F K C M N X @ K R @ G B I L A K N Q O Q H A P K C O Q R Q C R A C O F K R R K F R E A N T ? @ A I G D N O L A
A V A C K C C D G L A F N K C R A O @ A K C C A F B C P Q D O A F L Q D C P B F K A N @ B V A O @ A N B G A N @ B P K C M T
? @ K N G A B C N H F A R K N A E I O @ B O

α
K N B H Q X A F Q S

σ∗σ
T
�

& » ¼ » ' ' ô ¼ ( × « ­ × � Ì
ω

´ Î Î â ã Ê ² Ê ¶ ² ² Ê Æ ³ Æ ´ Î ¶ Ã ´ ³ ³ Æ Á â ã ´ Ð · Æ � ´ · Ð Æ ³ ² ³ Æ Í ³ Æ Î Æ Ã ² ¶ Ä
² ´ À Ã À Ì

AffTL á ² Ê Æ Ã ´ ² ´ Î ´ Î À Â À ³ Í Ê ´ ã ² À ¶ ò â À ² ´ Æ Ã ² À Ì ¶
V k,ω ¶ Ã Á ² Ê Æ ã À ³ ³ Æ Ä

Î Í À Ã Á ´ Ã Ï 〈·, ·〉 À Ì ! Æ ä Ã ´ ² ´ À Ã " Ò # ´ Î Í À Î ´ ² ´ µ Æ Î Æ Â ´ Á Æ ä Ã ´ ² Æ Ò � Ì
k = 0 á 0 ≤ µ ≤ δ Ò

Ó F Q Q S T g N K C b c � e W K S U K N B C K F F A P D R K L E A � K E L A F O N H B R A F A H F A N A C O B O K Q C W B E E
O @ A Um,sgn

@ B V A O Q L A K F F A P D R K L E A
AffTL(m,sgn),(m,sgn)

G Q P D E A N T J A O
k

L A O @ A
N G B E E A N O K C O A M A F S Q F X @ K R @ Uk,±

K N C Q C h ± A F Q [ O @ K N
k

K N R B E E A P O @ A E Q X A N O X A K M @ O
B C P U(k,±)

K N R B E E A P O @ A E Q X A N O X A K M @ O N H B R A \ T ? @ A C
AffTL(m,sgn),(m,sgn)

B R O N
Q C O @ A E Q X A N O X A K M @ O N H B R A V K B O @ A ¶ Ð Æ · ´ ¶ Ã � D Q O K A C O

AffTLk,sgn
P A _ C A P L A S Q F A

$ A _ C K O K Q C ® T � T ^ I N Q G A V A F N K Q C Q S ¢ R @ D F Õ N E A G G B O @ A E Q X A N O X A K M @ O N H B R A K N
O @ D N Q C A P K G A C N K Q C B E B C P O @ A D C K O B F I

ρ
G D N O B R O L I N Q G A

ω
W X K O @ |ω| = 1

W Q F W
K S
k = 0

W
σ∗σ

G D N O B R O L I N Q G A C Q C h C A M B O K V A R Q C N O B C O � R @ Q Q N A
µ

O Q L A B C Q C h
C A M B O K V A N � D B F A F Q Q O Q S O @ B O R Q C N O B C O B C P O @ A C R @ Q Q N A

ω
B R R Q F P K C M E I T g E Q X A N O

X A K M @ O V A R O Q F Q S D C K O E A C M O @ K C Uk,+
X K E E O @ A C N B O K N S I B E E O @ A R Q C P K O K Q C N Q S [ B \

Q F [ L \ B L Q V A N Q X A G B I P A _ C A B 〈·, ·〉h H F A N A F V K C M G B H S F Q G O @ A R Q F F A N H Q C P K C M
V t,ω Q C O Q U L I N A C P K C M W S Q F B C I R Q C C A R O A P

α
W
α(vω)

Q C O Q O @ A
α

B H H E K A P O Q B
E Q X A N O X A K M @ O D C K O V A R O Q F

u ∈ U T ¢ Q 〈·, ·〉 K N H Q N K O K V A N A G K P A _ C K O A W N K C R A O @ A
K C C A F H F Q P D R O K C U K N T

? @ A R B N A
k = 0

W
ω = −1

P Q A N C Q O � D K O A X Q F Y B N B L Q V A T ? @ A C A K O @ A F
U0,+

Q F U0,−
G D N O L A C Q C h ± A F Q ) N D H H Q N A O @ B O K O K N U0,sgn

B C P R @ Q Q N A
u

O @ A F A K C T
c �



? @ A C ||σ(u)|| = 0
[ Q F ||σ∗(u)|| = 0

\ N Q L I K F F A P D R K L K E K O I U0,−sgn = 0
T ? @ A C

H F Q R A A P B N L A S Q F A O Q Q L O B K C B C K N Q G Q F H @ K N G L A O X A A C U B C P
V 0,−1,sgn T

? @ B O
µ ≤ δ

S Q E E Q X N B N K C b c � e T
�Ô Q C V A F N A E I K S 〈·, ·〉 K N H Q N K O K V A N A G K P A _ C K O A Q C N Q G A

V k,ω W O @ A � D Q O K A C O L I
K O N Y A F C A E K N B � K E L A F O N H B R A F A H F A N A C O B O K Q C Q S

AffTL
W X @ K R @ X A R B E E Vk,ω T

% º ½ ½ ô × « ­ ß Vk,ω ´ Î ´ ³ ³ Æ Á â ã ´ Ð · Æ Ò
Ó F Q Q S T ¢ D H H Q N A

v ∈ Vk,ω K N C Q C h ± A F Q T ? @ A C 〈v, v〉 6= 0
T ^ D O

v =
∑

α

cαα vω

S Q F N Q G A B � C A P K B M F B G N
α

B C P R Q C N O B C O N
cα

T ¢ Q 〈
∑

α

cαα
∗v, vω〉 6= 0

N Q O @ B O
vω

W @ A C R A B E E Q S Vk,ω W K N K C O @ A
AffTL

N H B C Q S
v
T
�

� º � � © � © » � × « ­ æ � Ì U ´ Î ¶ Ã ´ ³ ³ Æ Á â ã ´ Ð · Æ ³ Æ Í ³ Æ Î Æ Ã ² ¶ ² ´ À Ã À Ì
AffTL

´ Î À Â À ³ Í Ê ´ ã
² À Vk,ω ² Ê Æ Ã

k
	 ´ · · Ð Æ ã ¶ · · Æ Á ² Ê Æ E Q X A N O X A K M @ O À Ì U ¶ Ã Á

ω
	 ´ · · Ð Æ ã ¶ · · Æ Á ² Ê Æ

R @ K F B E K O I Ò
? @ A P A O A F G K C B O K Q C Q S O @ A N A O Q S V B E D A N Q S

δ
W
ω

B C P
µ

S Q F X @ K R @ O @ A N A N � D K E K C h
A B F S Q F G 〈·, ·〉 K N H Q N K O K V A N A G K P A _ C K O A K N O @ A N D L Z A R O Q S O @ A C A a O N A R O K Q C N T

U K C B E E I F A G B F Y O @ B O O @ A F A H F A N A C O B O K Q C N
V k,ω B F A B E E G D O D B E E I K C A � D K V B E A C O

A a R A H O X @ A C
k = 0

[ X @ A C R E A B F E I
V k,ω B C P

V k,ω−1 B F A O @ A N B G A \ T g E N Q
V 0,0,+B C P

V 0,0,− B F A K C A � D K V B E A C O N K C R A O @ A P K G A C N K Q C N Q S O @ A N H B R A N M F B P A P L I
(0,+)

B C P
(0,−)

B F A P K � A F A C O T ? @ D N B O O @ A A C P Q S O @ K N H B H A F X A X K E E @ B V A
Q L O B K C A P B R Q G H E A O A E K N O Q S K F F A P D R K L E A � K E L A F O F A H F A N A C O B O K Q C N Q S

AffTL
T

* û + ú , 9 8 ü ; þ   9 , - 8   +   ü   6 : � ú + 8 ú 8 >
J A O

V k,ωW X K O @ |ω| = 1
Q F

0 ≤ µ ≤ δ
W L A O @ A B � C A ? A G H A F E A I h J K A L G Q P D E A

R Q C N O F D R O A P K C O @ A H F A V K Q D N N A R O K Q C B C P E A O
vω

L A B E Q X A N O X A K M @ O D C K O V A R O Q F
O @ A F A K C T
� º � � © � © » � ß « ­ à À ³

k ≤ n
	 Æ 	 ´ · · ã ¶ · ·

αn
² Ê Æ Æ · Æ Â Æ Ã ² À Ì

AffTL(k,+),(n,+)ã À Ã ² ¶ ´ Ã ´ Ã Ï À Ã Æ ã À Í Ñ À Ì ² Ê Æ . Å ´ Á Æ Â Í À ² Æ Ã ²
p2n

´ Ã ¶ ³ Æ ã ² ¶ Ã Ï · Æ 	 Ê À Î Æ ä ³ Î ²
Ð À â Ã Á ¶ ³ Ñ Í À ´ Ã ² ´ Î ã À Ã Ã Æ ã ² Æ Á ² À −2

¶ Ã Á ² Ê Æ Ã Æ � ²
2n− 1

¾ ´ Ã ã Ñ ã · ´ ã À ³ Á Æ ³ È ¶ ³ Æ
¶ · Î À ã À Ã Ã Æ ã ² Æ Á ² À ² Ê Æ À â ² Î ´ Á Æ Ð À â Ã Á ¶ ³ Ñ À Ì

A Ò É Ê Æ
2k

Ð À â Ã Á ¶ ³ Ñ Í À ´ Ã ² Î À Ã ² Ê Æ
´ Ã Î ´ Á Æ Ð À â Ã Á ¶ ³ Ñ À Ì

A
¶ ³ Æ ã À Ã Ã Æ ã ² Æ Á ² À ² Ê Æ Â ´ Á Á · Æ

2k
À Ì ² Ê Æ ³ Æ Â ¶ ´ Ã ´ Ã Ï Ð À â Ã Á Ä

¶ ³ Ñ Í À ´ Ã ² Î À Ì ² Ê Æ ³ Æ ã ² ¶ Ã Ï · Æ ¶ Ã Á ² Ê Æ À ² Ê Æ ³ Ð À â Ã Á ¶ ³ Ñ Í À ´ Ã ² Î À Ì ² Ê Æ ³ Æ ã ² ¶ Ã Ï · Æ ¶ ³ Æ
ã À Ã Ã Æ ã ² Æ Á ² À Æ ¶ ã Ê À ² Ê Æ ³ ´ Ã ² Ê Æ â Ã ´ ò â Æ ¾ Í · ¶ Ã ¶ ³ È 	 ¶ Ñ Î À ² Ê ¶ ² Ã À Ã Æ ´ Î ã À Ã Ã Æ ã ² Æ Á
² À ´ ² Î Ã Æ ¶ ³ Æ Î ² Ã Æ ´ Ï Ê Ð À â ³ Ò

c ®



§ A K E E D N O F B O A $ A _ C K O K Q C ¥ T c K C U K M D F A ¥ T � S Q F
k = 2

B C P
n = 5

T ? @ A
L Q D C P B F I H Q K C O N Q S O @ A K C C A F R K F R E A B F A O @ A

4
O @ F Q Q O N Q S D C K O I B C P O @ A Q C A N Q C

O @ A Q D O A F R K F R E A B F A O @ A
10

O @ [ /
2n

O @ \ F Q Q O N Q S D C K O I T ¡ Q O A O @ B O O @ A Q F P A F Q S
N @ B P A P F A M K Q C N Q C O @ A L Q D C P B F I Q S O @ A F A R O B C M E A R Q C O B K C K C M

p2n
X K E E P A H A C P

Q C O @ A H B F K O I Q S
n
W L D O O @ A Q F P K C B F I

TL
B E M A L F B G B Y A N N A C N A X K O @ Q D O N @ B P K C M

O @ A F A M K Q C N T

¨ © ª « ß « ¬

p
2nαn =

¡ Q O A O @ B O U K M D F A ¥ T � F A H F A N A C O N B [ C Q C h ± A F Q \ E K C A B F R Q G L K C B O K Q C Q S B C C D E B F
(2, 6)

O B C M E A N Q L O B K C A P L I A a H B C P K C M O @ A ° h § K P A G H Q O A C O
p2n

K C O @ A F A R O B C M E A T
U Q F A B R @

r ≥ 0
X A N A O

2n = 2k + 2r
B C P P A _ C A O @ A V A R O Q F

wn ∈ V k,ω
n

O Q
L A O @ A F A N D E O Q S B H H E I K C M O @ A B C C D E B F A E A G A C O

αn
Q S U K M D F A ¥ T � O Q

vω
T

J A O
Cn = 〈wn, wn〉

S Q F
n > k

B C P
Ck = 1

T � D F G B K C O B N Y K C O @ K N H B H A F
X K E E L A O Q A N O B L E K N @ X @ A O @ A F

Cn
K N H Q N K O K V A W C A M B O K V A Q F ± A F Q T

¸ ¹ º » ¼ º ½ ß « × � â Í Í À Î Æ
δ

¾
= q + q−1È ¶ Ã Á

n
Î ¶ ² ´ Î Ì Ñ

δ > 2 cos π/2n ≥ 0
¾ Î À

² Ê ¶ ² ´ Ã Í ¶ ³ ² ´ ã â · ¶ ³ ² Ê Æ Â ¶ Í
Φ : TL2n−1 → T L2n−1

´ Î ¶ Ã ´ Î À Â À ³ Í Ê ´ Î Â á ¶ Ã Á ² Ê Æ
. Å ´ Á Æ Â Í À ² Æ Ã ²

p2n
´ Î Á Æ ä Ã Æ Á È Ò É Ê Æ Ã 	 ´ ² Ê

r = n− k á
Cn =

[r][r + k]

[2n][2n− 1]
(q2n + q−2n − ω − ω−1)Cn−1

Ó F Q Q S T U K F N O C Q O A O @ B O C A K O @ A F
[2n]

C Q F
[2n − 1]

K N ± A F Q T ] S
δ > 2

O @ K N K N
Q L V K Q D N T � O @ A F X K N A X F K O A

δ = 2cos π/a
[
a

C Q O C A R A N N B F K E I B C K C O A M A F \ N Q O @ B O
O @ A R Q C P K O K Q C L A R Q G A N

π/2n > π/a
W Q F

2nπ/a < π
T ? @ A C

[2n] =
sin 2nπ/a

sinπ/a

W
X @ K R @ K N N O F K R O E I H Q N K O K V A T

§ A X B C O O Q R B E R D E B O A
Cn = 〈αn(vω), αn(vω)〉 T ^ I K C V B F K B C R A K O X K E E N D � R A

O Q A a H F A N N
α∗

nαn
K C O A F G N Q S

α∗
n−1αn−1

W X @ K R @ X A H F Q R A A P O Q P Q T
Ô B N A [ K \ W

k > 0
T

c ¥



] C U K M T ¥ T ¥ X A @ B V A P F B X C
α∗

nαn
[ X @ A F A S Q F R E B F K O I X A @ B V A F A P D R A P S F Q G

n = 5
K C U K M T ¥ T � O Q

n = 4
\ T

¨ © ª « ß « ß

2n

p

? @ A _ F N O N O A H K N O Q K C O F Q P D R A B ° § K P A G H Q O A C O Q C Q C A E A N N N O F K C M T ^ A R B D N A
Q S O @ A Q F P A F Q C O @ A N A K P A G H Q O A C O N W O @ A

AffTL
A E A G A C O K C U K M D F A ¥ T d K N O @ A

N B G A B N K C ¥ T ¥ T
¨ © ª « ß « æ

2n

p
2n−1

p

] O K N A B N K E I N A A C O @ B O O @ A F A B F A Q C E I ® O B C M E A N K C O @ A A a H B C N K Q C Q S
p2m

O @ B O
M K V A C Q C h ± A F Q R Q C O F K L D O K Q C N K C U K M T ¥ T d T ? @ A F A G D N O L A B O E A B N O

2n−2
O @ F Q D M @

N O F K C M N K C N K P A O @ A F A R O B C M E A W Q F O X Q B P Z B R A C O L Q D C P B F I H Q K C O N Q C O @ A E A S O N K P A
c d



Q S O @ A F A R O B C M E A R Q C O B K C K C M
p2n−1

X Q D E P L A R Q C C A R O A P � M K V K C M ± A F Q T ¢ Q O @ A
Q C E I B P Z B R A C O L Q D C P B F I H Q K C O N Q C O @ A F K M @ O N K P A Q S O @ A

p2n
F A R O B C M E A O @ B O R B C

L A R Q C C A R O A P B F A O @ A O Q H O X Q T ? @ A C K O K N A B N I O Q R @ A R Y O @ B O O @ A Q C E I O X Q
H B K F N Q S B P Z B R A C O L Q D C P B F I H Q K C O N Q C O @ A E A S O N K P A Q S O @ A

p2n
F A R O B C M E A O @ B O

R B C L A R Q C C A R O A P B F A O @ A Q C A N X @ K R @ @ B V A A a B R O E I Q C A H Q K C O R Q C C A R O A P O Q O @ A
K C C A F L Q D C P B F I R K F R E A Q S

A
T ? @ D N X A N A A O @ B O
α∗

nαn = X + cY Y + cZZX @ A F A
X, Y

B C P
Z

B F A M K V A C K C U K M D F A N ¥ T ð W ¥ T ¯ W B C P ¥ T ¤ W F A N H A R O K V A E I T
¨ © ª « ß « ñ

2n−1
p

¨ © ª « ß « ö

2n−1
p

c ð



¨ © ª « ß « �

2n−1
p

§ A P A B E _ F N O X K O @ O @ A N K O D B O K Q C K C ¥ T ð T � A F A B S O A F B C K N Q O Q H I X A N A A O @ B O
O @ A L Q O O Q G E A S O B C P F K M @ O L Q D C P B F I H Q K C O N Q S O @ A

p2n−1
F A R O B C M E A B F A R Q C h

C A R O A P O Q A B R @ Q O @ A F T ? @ A F A N D E O K N X A E E Y C Q X C O Q L A B G D E O K H E A Q S
p2n−2

T ^ I
R Q G H B F K C M O @ A R Q A � R K A C O Q S O @ A K P A C O K O I K C O @ A A a H B C N K Q C Q S O @ A K P A G H Q O A C O W
O @ A G D E O K H E A K N N A A C O Q L A [2n]

[2n−1]

W N Q O @ B O

X =
[2n]

[2n− 1]
α∗

n−1αn−1.

? @ A B F M D G A C O N S Q F
Y

B C P
Z

B F A N O F D R O D F B E E I K P A C O K R B E B C P P K � A F Q C E I K C O @ A
R Q C N O B C O N B C P O @ A P K F A R O K Q C K C X @ K R @ O @ A K C C A F R K F R E A K N F Q O B O A P T ] C U K M D F A ¥ T ¯ W
O @ A O @ A P K B M F B G K C N K P A O @ A F A R O B C M E A S Q F

p2n
K N
ErEr−1 · · ·E1

W X @ K R @ @ B N B
R Q A � R K A C O Q S (−1)r[r + 2k]

[2n]

K C ° § [ N A A A T M T b c � e \ T ] C U K M D F A ¥ T ¤ W O @ A P K B M F B G
K N
Er+2kEr+2k−1Er+2k−2 · · ·E1

) O @ K N P K B M F B G Õ N R Q A � R K A C O K N
(−1)r [r]

[2n]
.
¢ K C R A

X A X K E E L A P Q K C M G B C I Q S O @ A N A R B E R D E B O K Q C N W X A F A R Q F P O @ A F A E A V B C O R Q A � R K A C O
K C O @ A ° § K P A G H Q O A C O H K R O Q F K B E E I L A E Q X Ö

¨ © ª « ß « �
ê ç (−1)r [r + 2k]

[2n]

r − 1

0 1 2 3 í ê 2 ë è ê ë 4 5 1 6 7

c ¯



? @ D N B O O @ K N N O B M A X A @ B V A

α∗

nαn =
[2n]

[2n− 1]
α∗

n−1αn−1 + (−1)r{ [r + 2k]

[2n]
Y +

[r]

[2n]
Z}.

] S X A C Q X N O B F O X K O @ U K M T ¥ T ¤ B C P K C N A F O B
p2n−2

X A Q L O B K C U K M T ¥ T c � T
¨ © ª « ß « ­  

2n−2

p
2n−1

p

U Q F
Z

W R Q C N K P A F B O K Q C Q S B E E O @ A H Q N N K L E A
TL

P K B M F B G N K C N K P A O @ A
p2n−1

F A R O B C M E A
N @ Q X N O @ B O O @ A Q C E I Q C A N M K V K C M B C Q C h ± A F Q R Q C O F K L D O K Q C B F A Q C A N X K O @

2n− 2O @ F Q D M @ N O F K C M N B C P O @ A O Q H B C P L Q O O Q G L Q D C P B F I H Q K C O N Q S O @ A K C C A F B C C D E D N
L Q D C P B F I B F A R Q C C A R O A P P Q X C B C P D H F A N H A R O K V A E I O Q O @ A K F C A B F A N O C A K M @ L Q D F N
B N N @ Q X C K C U K M T ¥ T c c B C P U K M T ¥ T c � T

c ¤



¨ © ª « ß « ­ ­

2n−2
p

¨ © ª « ß « ­ ¬

2n−2
p

? @ A R Q A � R K A C O Q S O @ A
TL

P K B M F B G S F Q G U K M T ¥ T c c K N W B M B K C L I ¥ T � W
(−1)r+1[r + 2k]

[2n− 1]

B C P O @ A R Q A � R K A C O Q S O @ A
TL

P K B M F B G S F Q G U K M ¥ T c � K N
(−1)r+1[r]

[2n − 1].

c �



^ D O C Q O K R A O @ B O U K M D F A ¥ T c c K N Z D N O
α∗

n−1αn−1
R Q G H Q N A P X K O @

ρ
B C P U K M T ¥ T c �

K N Z D N O
α∗

n−1αn−1
T ¢ Q X A @ B V A

Z = (−1)r+1α∗

n−1αn−1(
[r + 2k]

[2n− 1]
ρ+

[r]

[2n − 1]
).

$ Q K C M O @ A R Q F F A N H Q C P K C M R B E R D E B O K Q C S Q F U K M T ¥ T ¯ X A Q L O B K C O @ B O

Y = (−1)r+1α∗

n−1αn−1(
[r + 2k]

[2n− 1]
+

[r]

[2n− 1]
ρ−1).

¢ Q

CY Y + CZZ =
−1

[2n][2n− 1]
α∗

n−1αn−1([r]
2 + [2k + r]2 − [r][r+ 2k](ρ+ ρ−1)).

g E O Q M A O @ A F W

α∗

nαn =
[r][r + 2k]

[2n][2n− 1]
α∗

n−1αn−1

{

[2n]2

[r][r+ 2k]
− [r]

[r + 2k]
− [r + 2k]

[r]
− ρ− ρ−1

}

.

^ D O X A @ B V A O @ A K P A C O K O I
[2n]2 − [r]2 − [2n− r]2 = (q2n + q−2n)[r][2n− r],B C P Q C

V k,ω
k

W
ρ = ω

N Q O @ B O

Cn =
[n− k][n+ k]

[2n][2n− 1]

{

q2n + q−2n − ω − ω−1

}

Cn−1

? @ K N H F Q V A N O @ A O @ A Q F A G X @ A C
k > 0

T
? @ A R B N A

µ = δ
C A A P N C Q R Q C N K P A F B O K Q C N K C R A K C O @ K N R B N A Q F P K C B F I

TLP K B M F B G N K C N K P A B P K N R H F Q V K P A B � K E L A F O F A H F A N A C O B O K Q C T
Ô B N A [ K K \ )

0 < µ < δ
T

§ A G B I R Q C N K P A F U K M D F A ¥ T d X @ A C
k = 0

T ] C O @ K N R B N A O @ A F A B F A Q C E I O X Q
X B I N O Q _ E E K C O @ A

p2n
F A R O B C M E A O Q Q L O B K C C Q C h ± A F Q P K B M F B G N T ? @ A _ F N O K N

X K O @ O @ A K P A C O K O I X @ K R @ M K V A N [2n]

[2n− 1]

B N L A S Q F A W B C P O @ A N A R Q C P W X @ K R @ K N O @ A
R Q G G Q C R B N A

r = n
Q S O @ A O A F G N

Y
B C P

Z
K C O @ A H F A V K Q D N B F M D G A C O W N Q X A

@ B V A Ö
α∗

nαn =
[2n]

[2n− 1]
α∗

n−1αn−1 + (−1)n [n]

[2n]
Y ′

X @ A F A
Y ′

K N O @ A O B C M E A X K O @ O @ A K C C A F B C C D E D N L Q D C P B F I N D F F Q D C P A P L I B
@ Q G Q E Q M K R B E E I C Q C O F K V K B E R K F R E A B N K E E D N O F B O A P K C U K M T ¥ T c ® T

� �



¨ © ª « ß « ­ ×

2n−1
p

] C O F Q P D R K C M B
p2n−2

B N L A S Q F A O @ A F A K N Q C E I Q C A R Q C O F K L D O K C M P K B M F B G O @ B O
R B C L A H D O K C O @ A

p2n−1
F A R O B C M E A B C P K O N R Q A � R K A C O K N (−1)n−1[n]

[2n− 1]

T ? @ A
F A N D E O K C M B C C D E B F P K B M F B G K N U K M ¥ T c ¥ Ö
¨ © ª « ß « ­ ß

2n−2
p

¡ Q O A O @ B O O @ A K C C A F G Q N O R K F R E A K N B C B C C D E D N L Q D C P B F I B C P O @ A C A a O O X Q
B F A N O F K C M N � X @ K R @ R Q C O F K L D O A H F A R K N A E I

σ∗σ
T ? @ D N X A @ B V A

α∗

nαn = α∗

n−1αn−1

{

[2n]

[2n− 1]
− [n]2

[2n][2n− 1]
σ∗σ

}

.

� c



^ D O
σ∗σ

B R O N B N
µ2 Q C

V 0,ω
0

N Q O @ B O

Cn =

(

[2n]

[2n− 1]
− µ2[n]2

[2n][2n− 1]

)

Cn−1.

8 N K C M
[m] =

qm − q−m

q − q−1

W B C P
µ2 = 2 + ω + ω−1 X A M A O Ö

Cn =
[n]2

[2n][2n− 1]

(

q2n + q−2n − ω − ω−1

)

Cn−1.

? @ K N H F Q V A N O @ A O @ A Q F A G K C R B N A [ K K \ T
? @ A Q C E I F A G B K C K C M R B N A K N

k = 0, ω = 0
X @ A F A Q S R Q D F N A f

ω + ω−1 f K N
O B Y A C O Q G A B C ± A F Q T ] C O @ K N R B N A O @ A B F M D G A C O K N A a O F A G A E I N K G H E A B N O @ A
O A F G

Y
K C R B N A [ K K \ B E F A B P I B R O N L I ± A F Q T ¡ Q O A O @ B O K C S B R O O @ A F A B F A O X Q

R B N A N S Q F
wn

K C O @ K N N K O D B O K Q C B R R Q F P K C M O Q O @ A N @ B P K C M Q C O @ A K C N K P A B C C D E D N
L Q D C P B F I T ? @ K N P Q A N C Q O R @ B C M A O @ A B F M D G A C O K C B C I X B I T

�

9 : ú ; 7 8 = < 7 = 9 6 ; 9 6
δ < k   6 :

ω = + ú 6
δ < 2

>
¸ ¹ º » ¼ º ½ æ « ­ � â Í Í À Î Æ U ´ Î ¶ Ã ´ ³ ³ Æ Á â ã ´ Ð · Æ � ´ · Ð Æ ³ ² Î Í ¶ ã Æ

AffTL
Â À Á â · Æ

	 ´ ² Ê · À 	 Æ Î ² 	 Æ ´ Ï Ê ²
k

¶ Ã Á ã Ê ´ ³ ¶ · ´ ² Ñ
ω Ò � â Í Í À Î Æ

δ = 2cos π/a
Ì À ³

a = 3, 4, · · ·¾ ã Ê À À Î Æ
q = e

πi

a

È Ò É Ê Æ Ã
ω = q±2r S Q F N Q G A K C O A M A F

r with k < r ≤ a/2.

Ó F Q Q S T � D F _ F N O Z Q L K N O Q N @ Q X O @ B O
k < a/2

T ¢ D H H Q N A
2k ≥ a

B C P E A O
u

L A B
D C K O V A R O Q F N H B C C K C M Uk

T ? @ A C R Q C N K P A F O @ A
a

B C C D E B F O B C M E A N
νl

W
l = 1, ..., aX K O @

2k
K C C A F L Q D C P B F I H Q K C O N B C P

2k + 2
Q D O A F Q C A N W

2k
O @ F Q D M @ N O F K C M N W

X K O @
2e

lπi

k+1
R Q C C A R O A P O Q

2e
(l+1)πi

k+1
B C P

1
R Q C C A R O A P O Q

2
T ? @ A G B O F K a Q S K C C A F

H F Q P D R O N Q S O @ A V A R O Q F N
νl(u)

K N O @ A
a×a G B O F K a X K O @

δ
Q C O @ A P K B M Q C B E W Q C A Q C

O @ A _ F N O Q � h P K B M Q C B E N B C P
0

A E N A X @ A F A T ? @ A P A O A F G K C B C O Q S O @ K N G B O F K a K N X A E E
Y C Q X C O Q L A

[a + 1] =
sin(a+ 1)π/a

sinπ/a

W X @ K R @ K N C A M B O K V A T ? @ K N K N K G H Q N N K L E A
K C B � K E L A F O N H B R A W N Q

k < a/2
T

¢ K C R A O @ A F Q O B O K Q C K N D C K O B F I B C P
0 ≤ µ ≤ δ

X A Y C Q X O @ B O |ω| = 1
B C P X A

G B I N D H H Q N A W L I O B Y K C M O @ A R Q G H E A a R Q C Z D M B O A K S C A R A N N B F I W O @ B O
Im(ω) ≥ 0

T
J A O

θ = arg(ω)
T § A Y C Q X S F Q G Ô Q F Q E E B F I ® T c ® O @ B O U K N B � D Q O K A C O Q S B

V k,ωN Q O @ B O K O G B Y A N N A C N A O Q O B E Y B L Q D O
vk

W
wn

A O R T ? @ A C K S
θ

K N C Q O
2rπ/a

S Q F
N Q G A

r
X K O @

k < r ≤ a/2
O @ A C E A O

r0
L A O @ A E B F M A N O V B E D A Q S

r
X K O @

θ ≥ 2rπ/a
T

¢ D H H Q N A _ F N O O @ B O
2(r0 + 1) < a

T ? @ A C L I ? @ A Q F A G ¥ T ® X A @ B V A
Cm > 0

S Q F
� �



k ≤ m ≤ r0
L D O

Cm < 0
S Q F

m = r0 + 1
W X @ K R @ K N P K N B E E Q X A P L I H Q N K O K V K O I T

¢ Q X A G B I N D H H Q N A
2r0 < a

L D O
2(r0 + 1) ≥ a

T § A X K E E P K V K P A O @ A H F Q Q S K C O Q
O X Q R B N A N T

Ô B N A [ K \
a

Q P P N Q O @ B O
2r0 + 1 = a

T
? @ A P K � R D E O I K N R E A B F Ö D N K C M ? @ A Q F A G ¥ T ® X A M A O

Cm > 0
S Q F

1 ≤ m ≤ r0L D O X A R B C C Q O B H H E I ? @ A Q F A G ¥ T ® S Q F
r0 +1

B N O @ A @ I H Q O @ A N A N Q S O @ A O @ A Q F A G
B F A C Q E Q C M A F V B E K P T

^ D O O @ A V A R O Q F
wr0

N O K E E A a K N O N B C P L I ? @ A Q F A G ¥ T ® K O K N C Q C h ± A F Q T ¡ Q X
S Q F G W B N B L Q V A W

2r0 +1
V A R O Q F N K C Ur0+1

S F Q G
wr0

L I B H H E I K C M
2r0 +1

B C C D E B F
(2r0, 2r0+2)

P K B M F B G N K C X @ K R @ Q C A H B K F Q S Q D O A F L Q D C P B F I H Q K C O N K N R Q C C A R O A P
O Q K O N C A B F A N O C A K M @ L Q D F B C P B E E Q O @ A F N O F K C M N B F A O @ F Q D M @ N O F K C M N W A a R E D P K C M
O @ A Q C A K C X @ K R @ −2

K N R Q C C A R O A P O Q O @ A C A K M @ L Q D F K C M L Q D C P B F I H Q K C O X K O @
C A M B O K V A K G B M K C B F I H B F O T ] S O @ A V A R O Q F

wr0

K N C Q F G B E K N A P O Q L A B D C K O V A R O Q F W
X A M A O V A R O Q F N X @ Q N A G B O F K a Q S K C C A F H F Q P D R O N K N O @ A

(2r0 + 1) × (2r0 + 1)G B O F K a X K O @
δ

Q C O @ A P K B M Q C B E W Q C A Q C O @ A _ F N O Q � h P K B M Q C B E N B C P
0

A E N A X @ A F A T
[ Ô B F A E A N N R @ Q K R A Q S @ Q X O @ A K C N K P A B C C D E D N L Q D C P B F I K N R Q C C A R O A P O Q O @ A
Q D O N K P A X K E E E A B P O Q H Q X A F N Q S

ω
Q C O @ A Q � h P K B M Q C B E L D O O @ A I R B C L A F A G Q V A P

L I F A C Q F G B E K ± K C M O @ A V A R O Q F N Q C A B S O A F B C Q O @ A F T \ ? @ A P A O A F G K C B C O Q S O @ K N
G B O F K a K N X A E E Y C Q X C O Q L A

[2r0 + 2] = [a + 1] =
sin(a + 1)π/a

sinπ/a

W X @ K R @ K N
C A M B O K V A T ? @ K N K N K G H Q N N K L E A K C B � K E L A F O N H B R A T

Ô B N A [ K K \
a

A V A C N Q O @ B O
2r0 = a− 2

T
§ A X K E E N D H H Q N A O @ B O

k > 0
T ? @ A R B N A

k = 0
M Q A N K C A a B R O E I O @ A N B G A

X B I L D O O @ A P K B M F B G N C A A P O Q L A G Q P K _ A P B E K O O E A T § A E A B V A O @ A P A O B K E N O Q
O @ A F A B P A F T

� A F A X A X K E E D N A O @ A O B C M E A A C R Q D C O A F A P G K P X B I O @ F Q D M @ O @ A H F Q Q S Q S
? @ A Q F A G ¥ T ® T U K F N O E A O

β
L A O @ A

(2k, a)
B C C D E B F O B C M E A X K O @ O @ A

2k
K C O A F C B E

L Q D C P B F I H Q K C O N R Q C C A R O A P O Q B ° § K P A G H Q O A C O Q C
a − 1

N O F K C M N [ O @ A E B N O
Q C A S Q F X @ K R @ O @ A K C P D R O K V A P A _ C K O K Q C X Q F Y N \ K C B F A R O B C M E A W

a − 2k − 2L Q D C P B F I H Q K C O N Q S O @ A F A R O B C M E A R Q C C A R O A P H B K F X K N A L I N O F K C M N O @ B O M Q B F Q D C P
O @ A K C O A F C B E B C C D E D N L Q D C P B F I B C P Q C A F A R O B C M E A L Q D C P B F I H Q K C O R Q C C A R O A P
O Q −2

W B N N @ Q X C K C U K M D F A d T � S Q F
a = 8

B C P
k = 1

T ? @ A Q O @ A F
a−1

F A R O B C M E A
L Q D C P B F I H Q K C O N B F A R Q C C A R O A P O Q O @ A Q D O A F B C C D E D N L Q D C P B F I H Q K C O N T

� ®



¨ © ª « æ « ¬

a−1
p

? @ A _ F N O O @ K C M X A X B C O O Q N @ Q X K N O @ B O
β(vω) = 0

T § A P Q O @ K N L I R B E R D h
E B O K C M 〈β∗β(vω), vω〉

T ¢ K C R A
pa−1

K N B H F Q Z A R O K Q C W
β∗β

K N B N K C U K M D F A d T ® T
¨ © ª « æ « ×

a−1
p

^ D O K C U K M D F A d T ® X A N A A O @ A ° § K P A G H Q O A C O X K O @ O X Q L Q D C P B F I H Q K C O N
R B H H A P Q � T ] C M A C A F B E O @ K N X Q D E P L A C Q C h ± A F Q N K C R A O @ A L Q D C P B F I H Q K C O N B F A
C Q O Q C O @ A N B G A N K P A Q S O @ A F A R O B C M E A W L D O N K C R A O @ K N ° § K P A G H Q O A C O K N O @ A
E B N O Q C A O Q A a K N O W K O N H B C N O @ A Y A F C A E Q S O @ A C B O D F B E K C C A F H F Q P D R O Q C

TLP K B M F B G N N Q K N K C V B F K B C O [ B O E A B N O D H O Q B N R B E B F \ D C P A F O @ A F Q O B O K Q C T ? @ D N K S

� ¥



B C I O X Q B P Z B R A C O L Q D C P B F I H Q K C O N B F A R Q C C A R O A P O @ A F A N D E O K N ± A F Q T [ � C A R B C
B E N Q N @ Q X O @ K N L I § A C ± E Õ N K C P D R O K V A S Q F G D E B T \

? @ D N
β(vω) = 0

T
§ A X K E E C Q X P A F K V A B R Q C O F B P K R O K Q C L I N @ Q X K C M O @ B O O @ A K C C A F H F Q P D R O

Q S
β(vω)

X K O @ B C Q O @ A F V A R O Q F K N C Q C h ± A F Q T ? @ K N V A R O Q F X K E E L A Q L O B K C A P S F Q G
B H H E I K C M B

(2k, a)
O B C M E A R B E E A P

γ
O Q
vω

X @ A F A
γ

K N Q L O B K C A P S F Q G O @ A
(2k, a−2)O B C M E A

αa−2
Q S P A _ C K O K Q C ¥ T c L I R Q C C A R O K C M −2

O Q −2e(a+1)πi/a B C P O @ A Q O @ A F
Q D O A F L Q D C P B F I H Q K C O N O Q O @ A L Q D C P B F I H Q K C O N Q S O @ A F A R O B C M E A B N K C P K R B O A P
K C U K M D F A d T ¥ T
¨ © ª « æ « ß

a−2
p

? Q R B E R D E B O A O @ A K C C A F H F Q P D R O 〈β(vω), γ(vω)〉 X A D N A O @ A O B C M E A
γ∗β

W X @ K R @
X A @ B V A P F B X C K C U K M D F A d T d T

� d



¨ © ª « æ « æ

2n−1

p

p

2n−2

γ∗β =

g N K C O @ A H F Q Q S Q S ? @ A Q F A G ¥ T ® W O @ A F A B F A Q C E I O X Q P K B M F B G N O @ B O R B C L A
H D O K C O @ A F A R O B C M E A X @ K R @ M K V A C Q C h ± A F Q R Q C O F K L D O K Q C N h O @ Q N A K C X @ K R @ O @ A
L Q D C P B F I H Q K C O N R Q C C A R O A P O Q O @ A _ F N O B C P E B N O K C O A F C B E B C C D E B F L Q D C P B F I
H Q K C O N B F A R Q C C A R O A P O Q O @ A K F C A K M @ L Q D F N [ X @ K R @ B F A C Q O R Q C C A R O A P O Q O @ A
K C C A F B C C D E D N L Q D C P B F I \ T ? @ A R Q A � R K A C O N Q S O @ A N A P K B M F B G N B F A [ S F Q G _ M D F A
¥ T � \ W [a/2 − k]

[a− 1]

B C P [a/2 + k]

[a− 1]

T ^ D O O @ A N A B F A L Q O @ A � D B E O Q cos kπ/a

sin(a− 1)π/a
6= 0

T
� C O @ A Q O @ A F @ B C P O @ A O X Q F A N D E O K C M O B C M E A N B F A [

δ
O K G A N \

α∗

a−2αa−2ρ
B C P

α∗

a−2αa−2
T ¢ K C R A

ω 6= −1
[ L I O @ A B N N D G H O K Q C Q C

θ
\ W O @ A N D G Q S O @ A N A O X Q

O B C M E A N B H H E K A P O Q
vω

K N C Q C h ± A F Q T � A C R A L I ? @ A Q F A G ¥ T ® W 〈β(vω), γ(vω)〉 6= 0
W

B R Q C O F B P K R O K Q C W N Q X A B F A P Q C A T
�§ A X Q D E P E K Y A O Q H Q K C O Q D O O X Q R Q F Q E E B F K A N Q S ? @ A Q F A G d T c T ? @ A _ F N O K N

K G G A P K B O A L D O N Q G A @ Q X N D F H F K N K C M T
& » ¼ » ' ' ô ¼ ( æ « ñ � Æ ² U Ð Æ ¶ � ´ · Ð Æ ³ ² Î Í ¶ ã Æ ³ Æ Í ³ Æ Î Æ Ã ² ¶ ² ´ À Ã À Ì

AffTL Ò É Ê Æ Ã
Ã À Ã Æ À Ì ² Ê Æ ³ À ² ¶ ² ´ À Ã Î

ρt
Ì À ³

t ≥ 1
¶ ã ² Î Ð Ñ ² Ê Æ ´ Á Æ Ã ² ´ ² Ñ Ò

Ó F Q Q S T � C A G B I F A P D R A O Q O @ A K F F A P D R K L E A R B N A L I D N K C M B G B a K G B E B L A E K B C
N D L B E M A L F B K C O @ A R Q G G D O B C O Q S O @ A B E M A L F B B R O K C M Q C O @ A E Q X A N O X A K M @ O N H B R A T
? @ A C O @ A F A N D E O S Q E E Q X N S F Q G ? @ A Q F A G d T c T

�] C b c � e X A N O D P K A P F A H F A N A C O B O K Q C N Q S O @ A � D Q O K A C O
AnnTL

Q S Q D F
AffTLK C X @ K R @ O @ A F Q O B O K Q C N L I

2π
W
ρt

t

W B R O L I O @ A K P A C O K O I T § A Y C Q X O @ B O B C I
� K E L A F O N H B R A F A H F A N A C O B O K Q C Q S

AnnTL
X K E E M K V A Q C A Q S

AffTL
W N Q X A C Q X

K P A C O K S I O @ Q N A Q C A N B E E Q X A P L I ? @ A Q F A G d T c T

� ð



& » ¼ » ' ' ô ¼ ( æ « ö � Æ ² U Ð Æ ¶ Ã ´ ³ ³ Æ Á â ã ´ Ð · Æ � ´ · Ð Æ ³ ² Î Í ¶ ã Æ ³ Æ Í ³ Æ Î Æ Ã ² ¶ ² ´ À Ã À Ì
AffTL	 ´ ² Ê ã Ê ´ ³ ¶ · ´ ² Ñ

ω
¶ Ã Á · À 	 Æ Î ² 	 Æ ´ Ï Ê ²

k > 0 Ò É Ê Æ Ã U Í ¶ Î Î Æ Î ² À
AnnTL

´
 ² Ê Æ ³ Æ
´ Î ¶ Ã ´ Ã ² Æ Ï Æ ³

b
Î À ² Ê ¶ ²

a =
rk

b
Ò

Ó F Q Q S T ? @ A G B K C O @ K C M O Q Q L N A F V A K N O @ B O
ρk

k = 1
Q C Uk,±

K G H E K A N O @ B O
ρn

n = 1Q C Un,±
S Q F B E E

n ≥ k
T ? @ K N K N L A R B D N A U K N B � D Q O K A C O Q S

V k,ω B C P K O K N R E A B F
O @ B O

ρn
nα = αρk

k

S Q F B C I
α ∈ AffTL(k,sgn),(n,±sgn)

T
¢ Q X @ A C A V A F

ω
K N B

k
O @ T F Q Q O Q S D C K O I W U H B N N A N O Q

AnnTL
T ? @ K N K N O @ A

R Q C P K O K Q C
a =

rk

b

R Q G L K C A P X K O @ O @ A R Q C R E D N K Q C Q S ? @ A Q F A G d T c T
�

> ? 9 6 ; 7 8 ; < 7 = 9 6 9 , 7 + ú   þ þ 9 = ú : @ = þ � ú 8 7 ; ý   < ú 8 ú ý �
8 ú ; ú 6 7   7 = 9 6 ; >

] C O @ K N N A R O K Q C X A X K E E D C P A F O B Y A O @ A G Q N O P K � R D E O H B F O Q S O @ K N H B H A F W C B G A E I
O @ A A a H E K R K O R Q C N O F D R O K Q C Q S B F A H F A N A C O B O K Q C Vk,ω S Q F A B R @ H B K F

(k, ω)
B E E Q X A P

L I ? @ A Q F A G d T c T
¸ ¹ º » ¼ º ½ ñ « ­ � Æ ²

(k, ω)
Ð Æ ¶ Í ¶ ´ ³ 	 Ê Æ ³ Æ

k
´ Î ¶ Ã À Ã Ä Ã Æ Ï ¶ ² ´ µ Æ ´ Ã ² Æ Ï Æ ³ ¶ Ã Á

ω
´ Î

¶ ã À Â Í · Æ � Ã â Â Ð Æ ³ ¾ À ³
ω = (−1,±) á ´ Ì

k = 0
È Ò É Ê Æ Ã Vk,ω Æ � ´ Î ² Î ´ Ì

¾ ´ È
δ ≥ 2

¶ Ã Á Æ ´ ² Ê Æ ³
k = 0

¶ Ã Á
0 ≤ µ ≤ δ á À ³

k > 0
¶ Ã Á |ω| = 1 á À ³

¾ ´ ´ È
δ = 2cos π/a

Ì À ³
a = 3, 4, 5, · · · á ¶ Ã Á

ω = q±2r Ì À ³ Î À Â Æ ´ Ã ² Æ Ï Æ ³
r

	 ´ ² Ê
k < r ≤ a/2

¾ 	 Ê Æ ³ Æ Ð Ñ −1
	 Æ Â Æ ¶ Ã

(−1,±)
´ Ì Ë A B È Ò

Ó F Q Q S T g N Q L N A F V A P K C ¢ A R O K Q C ® W K O N D � R A N O Q N @ Q X O @ B O O @ A N A N � D K E K C A B F S Q F G N
〈·, ·〉 Q S ® T � B F A H Q N K O K V A N A G K P A _ C K O A Q C

V k,ω T ? @ A G A O @ Q P W B N K C b c � e W X @ A F A
K O K N P Q C A S Q F O @ A M A C A F K R R B N A W K N O Q K C P D R O K V A E I P A R Q G H Q N A O @ A F A H F A N A C O B O K Q C
V k,ω

(n,±)

X K O @ F A N H A R O O Q B E B F M A Q F P K C B F I ? J N D L B E M A L F B W X @ K R @ X A X K E E N Q Q C
P A _ C A T § @ A C

q = 1
[ N Q O @ B O

δ = 2
\ B C P

ω = 1
O @ A B F M D G A C O K N P K � A F A C O

S F Q G O @ A M A C A F K R R B N A L A R B D N A O @ A S Q F G K N Q C E I H Q N K O K V A N A G K P A _ C K O A B C P X A
G D N O K P A C O K S I O @ A Y A F C A E T ] C O @ K N R B N A W K O S Q E E Q X N S F Q G ? @ A Q F A G ¥ T ® O @ B O
Cn = 0

S Q F B E E
n ≥ k + 1

W N Q O @ B O K C S B R O Vk,ω K N M A C A F B O A P L I
V k,1

k

T § @ A C
δ < 2

W O @ A E B F M A Q F P K C B F I ? J N D L B E M A L F B X K E E A V A C O D B E E I S B K E O Q L A N A G K N K G H E A T
¢ A G K N K G H E K R K O I K N N Q K G H Q F O B C O O Q Q D F B C B E I N K N O @ B O X A L A M K C Q D F H F Q Q S L I
O B Y K C M B � D Q O K A C O Q S

V k,ω Q C X @ K R @ W L I ? @ A Q F A G � T � W O @ A B R O K Q C Q S ? J H B N N A N
O Q O @ A

C∗
� D Q O K A C O W T Ln

T

� ¯



] O X K E E L A R Q C V A C K A C O O Q R Q C N K P A F Q C E I O @ A N H B R A N
V k,ω

n,+

T ? @ A F Q O B O K Q C
H F Q V K P A N B C K N Q G A O F I L A O X A A C O @ K N B C P

V k,ω
n,−

K C B E E L D O B N H A R K B E R B N A X @ A C
k = 0

W X @ A F A O @ A N K O D B O K Q C K N R E A B F T
? @ D N E A O

δ = 2cos π/a
S Q F

a = 3, 4, 5, · · · B C P E A O
ω

B C P
k

L A B N K C O @ A
N O B O A G A C O Q S O @ A O @ A Q F A G T $ A _ C A O @ A N D L N H B R A JWk,ω

n,±

Q S
V k,ω

n,±

O Q L A O @ A N H B C
Q S O @ A K G B M A Q S

vω
D C P A F B C C D E B F P K B M F B G N R Q C O B K C K C M B F A R O B C M E A E B L A E E A P

L I O @ A ° § K P A G H Q O A C O
pa−1

[ N A A C A G B F Y ® T ¥ \ T ? @ A N D L N H B R A N JWk,ω
n,±

W B N
nV B F K A N W B F A R E A B F E I K C V B F K B C O D C P A F O @ A B R O K Q C Q S

AffTL
T § A R E B K G O @ B O O @ A I

B F A K C O @ A Y A F C A E Q S 〈·, ·〉 T ? Q N A A O @ K N W K O N D � R A N O Q N @ Q X O @ B O B C B C C D E B F
(k, k)P K B M F B G R Q C O B K C K C M O @ A ° § K P A G H Q O A C O

pa−1
K C B F A R O B C M E A K N ± A F Q G Q P D E Q

P K B M F B G N X K O @ S A X A F O @ B C
k

O @ F Q D M @ N O F K C M N T J A O
α

L A N D R @ B P K B M F B G T § A
N @ B E E N @ Q X O @ B O K O @ B N O @ A N B G A S Q F G B N O @ A A E A G A C O

α∗

nαn
Q S ? @ A Q F A G ¥ T ®

B C P O @ A C B H H E I O @ A � F B @ B G h J A @ F A F S Q F G D E B T
] S
α

@ B P B N O F K C M R Q C C A R O K C M O @ A K C N K P A B C C D E D N L Q D C P B F I O Q O @ A Q D O N K P A W
O @ A C W R D O O K C M B E Q C M O @ B O N O F K C M W O @ A F A R O B C M E A X Q D E P E K A K C B P K N R [ B S O A F K N Q O Q H I \
X K O @

4k−2
L Q D C P B F I H Q K C O N T ? @ A F A R O B C M E A K O N A E S @ B N

2a−2
L Q D C P B F I H Q K C O N

B C P
k < a/2

N Q N Q G A L Q D C P B F I H Q K C O Q C O @ A F A R O B C M E A G D N O L A R Q C C A R O A P
O Q K O N C A B F A N O C A K M @ L Q D F W X @ K R @ M K V A N ± A F Q T ¢ Q B E E Q S O @ A N O F K C M N S F Q G O @ A
K C C A F B C C D E D N L Q D C P B F I B F A R Q C C A R O A P O Q O @ A F A R O B C M E A B N B F A B E E O @ Q N A S F Q G
O @ A A a O A F K Q F B C C D E D N L Q D C P B F I T ] C S B R O

k ≤ a/2 − 1
N Q O @ B O

4k ≤ 2a − 4N Q O @ A F A B F A L Q D C P B F I H Q K C O N Q C O @ A F A R O B C M E A O @ B O B F A C Q O R Q C C A R O A P O Q
O @ A B C C D E D N L Q D C P B F I T ] S O @ A N A H Q K C O N X A F A C Q O R Q C C A R O A P N I G G A O F K R B E E I
B F Q D C P O @ A K C O A F K Q F Q S O @ A B C C D E D N O @ A F A X Q D E P L A B F A R O B C M E A L Q D C P B F I H Q K C O
R Q C C A R O A P O Q K O N C A B F A N O C A K M @ L Q D F T

J A O D N _ F N O O F A B O O @ A R B N A X @ A F A
a

K N Q P P N Q O @ A F A R O B C M E A @ B N B C A V A C
C D G L A F Q S L Q D C P B F I H Q K C O N B O O @ A O Q H B C P B O O @ A L Q O O Q G T ¢ K C R A O @ A ° §
K P A G H Q O A C O K N F Q O B O K Q C B E E I K C V B F K B C O [ D H O Q B N R B E B F W B N Q L N A F V A P K C O @ A H F Q Q S
Q S ? @ A Q F A G d T c \ W B C P

vω
K N K C V B F K B C O D H O Q B N R B E B F W X A G B I N D H H Q N A O @ B O

αK N B N K C U K M D F A ¥ T ¥ [ X @ K R @ K E E D N O F B O A N O @ A R B N A
a = 9

W
n = 3

T ? @ D N 〈α(vω), vω〉K N A � D B E O Q
C a−1

2

B C P O @ D N W L I ¥ T ® W H F Q H Q F O K Q C B E O Q
Cr

N K C R A
r ≤ a−1

2

T ^ D O W
B M B K C L I ¥ T ® W

Cr = 0
N K C R A

ω = q2r T¡ Q X O D F C O Q O @ A R B N A X @ A F A
a

K N A V A C T ? @ A C L I F Q O B O K Q C B E K C V B F K B C R A B N
B L Q V A X A G B I N D H H Q N A O @ B O

α
K N B N K C U K M D F A d T d T

U K F N O N D H H Q N A
r = a/2

N Q
ω = −1

T ? @ A C L I O @ A B F M D G A C O B S O A F U K M D F A d T d
X A M A O O @ B O 〈α(vω), vω〉 = 0

H F A R K N A E I L A R B D N A
ω = −1

[ X @ K R @ K N O @ A V B E D A K O
P K P C Q O O B Y A O @ A F A \ T ? @ A R B N A

k = 0
K N N E K M @ O E I P K � A F A C O T ] C O @ K N R B N A O @ A F A K N

Q C E I Q C A P K B M F B G W N @ Q X C K C U K M T ð T � W O @ B O R B C L A H D O K C O Q O @ A F A R O B C M E A O Q M K V A
B C Q C h ± A F Q R Q C O F K L D O K Q C W B C P O @ B O F A N D E O N K C B @ Q G Q E Q M K R B E E I C Q C h O F K V K B E R K F R E A
N D F F Q D C P K C M O @ A K C C A F B C C D E D N L Q D C P B F I T ? @ K N X K E E M K V A ± A F Q S Q F 〈α(vω), vω〉

T

� ¤



¨ © ª « ñ « ¬

2n−2
p

U K C B E E I K S
r < a/2

X A B E N Q M A O O @ A N K O D B O K Q C Q S U K M D F A d T d W B C P B M B K C L I O @ A
B F M D G A C O B S O A F O @ B O _ M D F A W X A N A A O @ B O 〈α(vω), vω〉

K N H F Q H Q F O K Q C B E O Q
Ca/2−1

T
^ I ? @ A Q F A G ¥ T ® W

Ca/2−1
K N H F Q H Q F O K Q C B E O Q

Cr
W L D O B N

ω = q2r B C P
k < r

W
? @ A Q F A G ¥ T ® B H H E K A N B M B K C O Q M K V A

Cr
A � D B E O Q ± A F Q T

g O O @ K N N O B M A X A @ B V A N @ Q X C O @ B O K C B E E R B N A N B E E Q X A P L I O @ A O @ A Q F A G W
JW K N R Q C O B K C A P K C O @ A Y A F C A E Q S 〈·, ·〉 W N Q O @ B O 〈·, ·〉 P A _ C A N B C K C V B F K B C O S Q F G
Q C O @ A � D Q O K A C O

AffTL
h G Q P D E A

Θk,ω =
V k,ω

JWk,ω

T Ó Q N K O K V A N A G K P A _ C K O A C A N N
Q S 〈·, ·〉 Q C

Θk,ω
X Q D E P O @ A F A S Q F A K G H E I K O Q C

V k,ω T § A X K E E A N O B L E K N @ O @ K N
H Q N K O K V K O I L I F A N O F K R O K C M O Q B E B F M A Q F P K C B F I ? J B E M A L F B Q S

AffT l(n,+),(n,+)

S Q F
n ≥ 1

T
? @ A K C O A F N A R O K Q C Q S O @ A B C C D E D N

A
X K O @ O @ A R Q G H E A G A C O Q S O @ A X A P M A

{reiθ ∈ C : (1 +
1

n + 2
)π < θ < (1 +

1

n+ 1
)π} K N K N Q O Q H K R O Q B F A R O B C M E A X K O @

2n
G B F Y A P H Q K C O N Q C O @ A O Q H B C P Q C O @ A L Q O O Q G T ? @ D N O @ A N D L B E M A L F B Q S

AffTL(n,+),(n,+)

N H B C C A P L I K N Q O Q H I R E B N N A N Q S O B C M E A N O @ B O E K A Q D O N K P A O @ A
X A P M A K N K N Q G Q F H @ K R O Q O @ A ? A G H A F E A I h J K A L B E M A L F B

TL2n
T § A X K E E R B E E K O

t`2n
T $ A _ C A

Fn ∈ AffTL(n,+),(n,+)
O Q L A O @ A D C K � D A P K B M F B G K C

t`2n
X K O @

2n − 2
O @ F Q D M @ N O F K C M N B C P −1

R Q C C A R O A P O Q
ei(1−1/n)π T � C A G B I Z K M M E A O @ A

L Q D C P B F I H Q K C O N O Q A a @ K L K O B C K N Q G Q F H @ K N G L A O X A A C
Fnt`2nFn

B C P
t`2(n−1)

W
X @ K R @ G B Y A N

FnV
k,ω
(n,+)

K C O Q B
t`2(n−1)

h G Q P D E A K N Q G Q F H @ K R O Q
V k,ω

(n−1,+)

T
g E E O @ K N K N B N K C b c � e T ` Q F A Q V A F W O @ A N A K N Q G Q F H @ K N G N O B Y A O @ A N D L N H B R A

JWk,ω
(n,+)

O Q O @ A N D L N H B R A JWk,ω
(n−1,+)

B C P O @ A K P A B E I2n
M A C A F B O A P K C

t`2n
L I

pa−1
[ X @ K R @ X A O B Y A O Q L A ± A F Q X @ A C

2n < a− 1
\ Q C O Q I2n−2

T ] O K N Q L V K Q D N

� �



O @ B O O @ A K P A B E I2n
H F A N A F V A N JWk,ω

(n,+)

N Q O @ B O O @ A � D Q O K A C O N X k,ω
n =

V k,ω
(n,+)

JWk,ω
(n,+)L A R Q G A G Q P D E A N Q V A F O @ A � D Q O K A C O N T `2n =

t`2n

I2n

T ^ D O L I ? @ A Q F A G � T � W T `2n
K N

B _ C K O A h P K G A C N K Q C B E
C∗

h B E M A L F B [ X K O @ K F F A P D R K L E A F A H F A N A C O B O K Q C N B N P A N R F K L A P
K C ¢ A R O K Q C � \ T ¡ Q O A S D F O @ A F O @ B O W L I D N K C M O @ A K N Q G Q F H @ K N G N A N O B L E K N @ A P
B L Q V A W X A N A A O @ B O S Q F A V A F I V B E D A Q S

t FnWt,2n
K N K N Q G Q F H @ K R O Q Wt,2n−2

B N B
T `2n−2

h G Q P D E A T
? @ D N X k,ω

n

B N B T `2n
h G Q P D E A K N B P K F A R O N D G Q S B N G B C I R Q H K A N Q S A B R @

Wt,2n
B N X k,ω

n−1

K N Q S Wt,2n−2
W Í · â Î B R A F O B K C C D G L A F Q S R Q H K A N Q S O @ A O F K V K B E

F A H F A N A C O B O K Q C K S
2n < a − 1

[ B C P C Q C A K S
2n ≥ a − 1

\ T ? @ A S Q F G 〈·, ·〉 K N
K C V B F K B C O D C P A F

t`
B C P O @ A F A K N Q C E I Q C A N D R @ S Q F G [ D H O Q B N R B E B F \ Q C W W

N Q H Q N K O K V A N A G K P A _ C K O A C A N N Q C O @ A N H B C Q S O @ A C Q C h O F K V K B E F A H F A N A C O B O K Q C N
S Q E E Q X N L I K C P D R O K Q C B N N Q Q C B N K O K N A N O B L E K N @ A P Q C O @ A O F K V K B E Q C A N B N O @ A I
B H H A B F T ^ D O O @ A ° § K P A G H Q O A C O

p2n
H F Q Z A R O N Q C O Q O @ A O F K V K B E F A H F A N A C O B O K Q C

S Q F
2n < a− 1

W B C P B C C K @ K E B O A N B E E V A R O Q F N K C
V k,ω

n,+

A a R A H O S Q F O @ A
w

P A H K R O A P
K C U K M T ð T ® W X @ A F A B E E N O F K C M N O @ B O R Q C C A R O O @ A Q D O N K P A L Q D C P B F I O Q K O N A E S M Q
O @ F Q D M @ O @ A X A P M A P A _ C A P B L Q V A T

¨ © ª « ñ « ×

ω =

? @ D N O @ A F A K N A a B R O E I Q C A R Q H I Q S O @ A O F K V K B E F A H F A N A C O B O K Q C S Q F
2n < a−1B C P C Q C A S Q F

2n ≥ a− 1
T ] C N H A R O K Q C Q S U K M T ð T ® N @ Q X N O @ B O

p2n(w) = αn(vω)N Q O @ B O H Q N K O K V A N A G K P A _ C K O A C A N N Q S 〈·, ·〉 S Q E E Q X N S F Q G
Cn ≥ 0

T ? @ K N S Q E E Q X N
S F Q G ? @ A Q F A G ¥ T ® B C P O @ A R @ Q K R A Q S

k, ω
B C P

δ
W X @ K R @ S Q F R A

Cn
O Q L A ± A F Q

L A S Q F A K O @ B N B R @ B C R A O Q L A C A M B O K V A T
�§ A N A A K C O @ A H F Q Q S Q S O @ A O @ A Q F A G O @ B O X A @ B V A K C S B R O P A O A F G K C A P

O @ A N O F D R O D F A Q S O @ A � K E L A F O N H B R A F A H F A N A C O B O K Q C N B N G Q P D E A N Q V A F O @ A E B F M A
? A G H A F E A I h J K A L N D L B E M A L F B T ] C S B R O O @ A Vk,ω

n,+

L A R Q G A G Q P D E A N Q V A F O @ A ? J
B E M A L F Q K P A a H E B K C A P K C C A G B F Y � T ¯ T ? @ A Q F P K C B F I ? J B E M A L F Q K P K N N H B C C A P
L I B E E P K B M F B G N K C

AffTL(m,+),(n,+)

O @ B O P Q C Q O K C O A F N A R O O @ A X A P M A {reiθ ∈
C : (1 +

1

r + 2
)π < θ < (1 +

1

r + 1
)π} X @ A F A

r = max(m,n)
T ? @ A � K E L A F O

N H B R A F A H F A N A C O B O K Q C N Q S O @ K N B E M A L F Q K P B F A H F A R K N A E I O @ A G Q P D E A N Wt T
® �



D E ¹ » ' © F ½ ñ « ß � Æ ²
δ = 2cos π/a

Ì À ³
a = 3, 4, 5, · · · Ò � â Í Í À Î Æ

ω
¶ Ã Á

k
Î ¶ ² ´ Î Ì Ñ

² Ê Æ ã À Ã Á ´ ² ´ À Ã Î À Ì É Ê Æ À ³ Æ Â G Ò � Ò É Ê Æ Ã ¶ Î ¶ Â À Á â · Æ À µ Æ ³ ² Ê Æ À ³ Á ´ Ã ¶ ³ Ñ É �
¶ · Ï Æ Ð ³ À ´ Á á Vk,ω

(n,+)

´ Î
¾ ´ È r−1

⊕

j=k

W2j
2n

´ Ì
ω = q±2r á

¾ ´ ´ È a−1
⊕

j=0
n−j≡0 mod 2

W2j
2n

´ Ì
k = 0

¶ Ã Á
ω = (−1,+) á

¾ ´ ´ ´ È a−1
⊕

j=0
n−j≡1 mod 2

W2j
2n

´ Ì
k = 0

¶ Ã Á
ω = (−1,−) Ò

& » ¼ » ' ' ô ¼ ( ñ « æ É Ê Æ Á ´ Â Æ Ã Î ´ À Ã À Ì Vk,ω ´ Î
¾ ´ È 1

Qa(z)

r−1
∑

j=k

zjQa−2j−1(z)
´ Ì
ω = q±2r á

¾ ´ ´ È 1

2Qa(z)

a−1
∑

j=0

zjQa−2j−1(z)
´ Ì
k = 0

¶ Ã Á
ω = (−1,+) á

¾ ´ ´ ´ È 1

2Qa(z)

a−1
∑

j=1

zjQa−2j−1(z)
´ Ì
k = 0

¶ Ã Á
ω = (−1,−) Ò

: ú , ú 8 ú 6 < ú ;
b c e ° T ^ K Q C h ¡ B P B E W � â Ð Ì ¶ ã ² À ³ À Ì ² Ê Æ Ê Ñ Í Æ ³ ä Ã ´ ² Æ � �

1
Ì ¶ ã ² À ³ 	 ´ ² Ê H À � Æ ² Æ ³ Ï ³ ¶ Í Ê

E6
¶ Î ´ Ã µ ¶ ³ ´ ¶ Ã ² Ò ° T � H A F B O Q F ? @ A Q F I ¬ � [ c � � � \ W � ¯ h d � T

b � e $ T ^ K N R @ B C P I T U T C T ° Q C A N W � ´ Ã Ï · Ñ Ï Æ Ã Æ ³ ¶ ² Æ Á Í · ¶ Ã ¶ ³ ¶ · Ï Æ Ð ³ ¶ Î À Ì Î Â ¶ · ·
Á ´ Â Æ Ã Î ´ À Ã W $ D Y A ` B O @ T ° Q D F C B E ­  ­ [ � � � � \ W ¥ c J ¯ d

b ® e $ T ^ K N R @ B C P I T ° Q C A N W � · Ï Æ Ð ³ ¶ Î ¶ Î Î À ã ´ ¶ ² Æ Á ² À ´ Ã ² Æ ³ Â Æ Á ´ ¶ ² Æ Î â Ð Ì ¶ ã ² À ³ Î Ò] C V A C O K Q C A N ` B O @ T ­ ¬ � [ c � � ¯ \ W ¤ � h c d ¯ T
b ¥ e � T ^ F B O O A E K W � Ã Á â ã ² ´ µ Æ · ´ Â ´ ² Î À Ì ä Ã ´ ² Æ Á ´ Â Æ Ã Î ´ À Ã ¶ · H

∗
Ä ¶ · Ï Æ Ð ³ ¶ Î Ò ? F B C N B R h

O K Q C N g ` ¢ ­ ö ­ [ c � ¯ � \ W c � d J � ® ¥ T
b d e ° T � T Ô Q C X B I W � Ã Æ Ã â Â Æ ³ ¶ ² ´ À Ã À Ì Ë Ã À ² Î ¶ Ã Á · ´ Ã Ë Î á ¶ Ã Á Î À Â Æ À Ì ² Ê Æ ´ ³

¶ · Ï Æ Ð ³ ¶ ´ ã Í ³ À Í Æ ³ ² ´ Æ Î Ò Ô Q G H D O B O K Q C B E Ó F Q L E A G N K C g L N O F B R O g E M A L F B [ Ó F Q R T
Ô Q C S T W � a S Q F P W c � ð ¯ \ [ c � ¯ � \ W ® � � J ® d ¤

® c



b ð e $ T K V B C N B C P L T M B X B @ K M B N @ K W N â ¶ Ã ² â Â Î Ñ Â Â Æ ² ³ ´ Æ Î À Ã À Í Æ ³ ¶ ² À ³ ¶ · Ï Æ Ä
Ð ³ ¶ Î Ô E B F A C P Q C Ó F A N N W � a S Q F P [ c � � ¤ \ T

b ¯ e U T ` T � Q Q P G B C W Ó T P A E B � B F H A W B C P I T U T C T ° Q C A N W H À � Æ ² Æ ³ Ï ³ ¶ Í Ê Î ¶ Ã Á
² À 	 Æ ³ Î À Ì ¶ · Ï Æ Ð ³ ¶ Î ¢ H F K C M A F h I A F E B M W c � ¤ � T

b ¤ e C T � F B @ B G W $ T M C D O @ B C P � T Ó B O B N @ C K Y W H À Ã ã ³ Æ ² Æ O ¶ ² Ê Æ Â ¶ ² ´ ã Î [ N A R Q C P
A P K O K Q C \ W g P P K N Q C § A N E A I [ c � � ¥ \ T

b � e ° T ° T � F B @ B G B C P � T ] T J A @ F A F W É Ê Æ ³ Æ Í ³ Æ Î Æ Ã ² ¶ ² ´ À Ã ² Ê Æ À ³ Ñ À Ì ¶ � Ã Æ É Æ Â Ä
Í Æ ³ · Æ Ñ � ´ Æ Ð ¶ · Ï Æ Ð ³ ¶ Î W J Õ K C N A K M C A G A C O ` B O @ P G B O K � D A ß ß [ c � � ¤ \ W c J ¥ ¥ T

b c � e 8 T � B B M A F D H W Q ³ ´ Ã ã ´ Í ¶ · Ï ³ ¶ Í Ê Î À Ì Î â Ð Ì ¶ ã ² À ³ Î ´ Ã ² Ê Æ ´ Ã Á Æ � ³ ¶ Ã Ï Æ
4 <

[M : N ] < 3 +
√

2
K C Ö f ¢ D L S B R O Q F N f W § Q F E P ¢ R K A C O K _ R W ¢ K C M B H Q F A h ¡ A X

° A F N A I h J Q C P Q C h � Q C M M Q C M [ c � � ¥ \ c J ® � T
b c c e ` T ] ± D G K W � Ã R ¶ ² Ã Æ Î Î À Ì ² Ê Æ H À � Æ ² Æ ³ Ï ³ ¶ Í Ê

E8 Ò W Ó B R K _ R ` B O @ T ° Q D F C B E
­ ñ ñ [ c � � ¥ \ W ® � d h ® � ¯ T

b c � e I T U T C T ° Q C A N W É Ê Æ ¶ Ã Ã â · ¶ ³ Î ² ³ â ã ² â ³ Æ À Ì Î â Ð Ì ¶ ã ² À ³ Î W O Q B H H A B F T
b c ® e W � Ã Á Æ � Ì À ³ Î â Ð Ì ¶ ã ² À ³ Î W ] C V A C O T ` B O @ ö ¬ [ c � ¤ ® \ W c J � d T
b c ¥ e W Q · ¶ Ã ¶ ³ � · Ï Æ Ð ³ ¶ Î á � W ¡ S ° Q D F C B E ` B O @ W O Q B H H A B F T
b c d e W � ò â À ² ´ Æ Ã ² À Ì ² Ê Æ ¶ � Ã Æ � Æ ã Ë Æ ¶ · Ï Æ Ð ³ ¶ ´ Ã ² Ê Æ T ³ ¶ â Æ ³ ¶ · Ï Æ Ð ³ ¶ Ò WJ Õ K C N A K M C A G A C O ` B O @ A G B O K � D A ß  [ c � � ¥ \ W ® c ® h ® ¥ ¥ T
b c ð e W É Ê Æ Í · ¶ Ã ¶ ³ ¶ · Ï Æ Ð ³ ¶ À Ì ¶ Ð ´ Í ¶ ³ ² ´ ² Æ Ï ³ ¶ Í Ê Ò ] C U Ã À ² Î ´ Ã � Æ · · ¶ Î V# W§ Q F E P ¢ R K A C O K _ R [ � � � � \ W � ¥ J c c ¯ T
b c ¯ e I T U T C T ° Q C A N B C P I T ¢ T ¢ D C P A F W � Ã ² ³ À Á â ã ² ´ À Ã ² À � â Ð Ì ¶ ã ² À ³ Î J ` ¢ E A R O D F A

C Q O A N A F K A N ¬ × ß [ c � � ¯ \
b c ¤ e J T M B D � G B C W � ² ¶ ² Æ Â À Á Æ · Î ¶ Ã Á ² Ê Æ . À Ã Æ Î Í À · Ñ Ã À Â ´ ¶ · Ò ? Q H Q E Q M I ¬ ñ

[ c � ¤ ¯ \ W ® � d h ¥ � ¯ T
b c � e � T M D H A F L A F M W � Í ´ Á Æ ³ Î Ì À ³ ³ ¶ Ã Ë

2
� ´ Æ ¶ · Ï Æ Ð ³ ¶ Î W Ô Q G G D C T ` B O @ T Ó @ I N T

­ �  [ c � � ð \ W c � � J c d c T
b � � e ° T Ó T ` B I W ! Æ ä Ã ´ ² ´ À Ã Î � À Í Æ ³ ¶ Á Î á ¶ · Ï Æ Ð ³ ¶ Î ¶ Ã Á Â À Á â · Æ Î W Ô Q C O A G H Q F B F I

` B O @ A G B O K R N ¬  ¬ [ c � � ¯ \ W c J ¯ T
b � c e g T � R C A B C D W N â ¶ Ã ² ´ Ç Æ Á Ï ³ À â Í á Î ² ³ ´ Ã Ï ¶ · Ï Æ Ð ³ ¶ Î ¶ Ã Á ¿ ¶ · À ´ Î ² Ê Æ À ³ Ñ Ì À ³ ¶ · Ä

Ï Æ Ð ³ ¶ Î K C X � º ¼ ô � » ¼ ô ' ª º Y ¼ ô � ô � Z ô � � ' © E ô � © » � � [ \ » ' « ¬ J T ` T ¢ E A R O D F A
C Q O A N A F K A N W ­ × ñ W [ c � ¤ ¯ \ W c c � J c ¯ � T

® �



b � � e ¢ T Ó Q H B W � Ã ¶ � ´ À Â ¶ ² ´ Ç ¶ ² ´ À Ã À Ì ² Ê Æ · ¶ ² ² ´ ã Æ À Ì Ê ´ Ï Ê Æ ³ ³ Æ · ¶ ² ´ µ Æ ã À Â Â â ² ¶ Ã ² Î W
] C V A C O T ` B O @ ­ ¬  [ c � � d \ W ¥ � ¯ J ¥ ¥ d T

b � ® e � T § A C ± E W � Ã Î Æ ò â Æ Ã ã Æ Î À Ì Í ³ À � Æ ã ² ´ À Ã Î W Ô T C T ` B O @ T g R B P T ¢ R K T ¢ Q R T C T
Ô B C T � [ c \ [ c � ¤ ¯ \ W d J � T

® ®


