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ANALYSE FONCTIONNELLE. — Sur les représentations factorielles finies

de U (o0) et autres groupes semblables. Note (*) de M. Dan Voiculescu, présentée
par M. Jean Leray.

On montre, pour une classe de groupe comprenant U (), que les caractéres des représentations
factorielles finies (type 1,, 7 < » ol bien II;) sont caractérisés parmi les fonctions centrales de
type positif par une propriété de multiplicativité et on donne des exemples.

1. LES GROUPES CONSIDERES. — Soit G un groupe, I" ensemble de ses classes d’éléments

conjugués. Pour ge G, soit g € " sa classe et pour une fonction centrale f soit f la fonction
correspondante sur I Un homomorphisme ¢ : GxG-— G définit une opération

21 ® 8, = ¢ (g4, g,) sur I'. Par la suite on suppose qu’il existe ¢ tel que « @ » soit commu-
tative, associative et admette la classe é de I'unité comme élément neutre. Il y a des homo-
morphismes ¢, : G" — G, tels que

— TTTT——

q)n(gla ] gn) :§1® ‘ ‘@é\n

-1

et 3 (2)* =g~ 1 est un automorphisme de T

2. CARACTERES DES REPRESENTATIONS FACTORIELLES FINIES.

LemMme 1. — Soit F un facteur fini ( on suppose Tr 1 = 1), A, B « F deux sous-facteurs
(Ie A, 1€ B) qui commutent. Alors pour Se A, TeB on a TrST = Tr S.Tr T.

Ce résultat connu est a la base du :

LEMME 2. — Soit p une représentation factorielle finie de G, y,(g) = Trp (g) (g€ G)

son caractére. Alors on a
L0 ®Y2) = L0102 (01, v2eD).

Soient F, A, B les W*-algébres engendrées par p (G), p (9 (Gx { e })), P (e ({e}xG)

et p (&) =p(9(ge) pa(g) =p(9(eg) Comme éDg=¢g®é=g on aura
Trp,(g) =Trp,(g) =Trp(g).
On en déduit que p,, p, sont factorielles quasi-équivalentes a p et on utilise le lemme 1.
C. Q. F. D.
Soit K I’ensemble des fonctions centrales de type positif f: G— C, f(¢) = 1. Soient

feK, h=f a:1€C, g1 €G, N =mn, sy = a(/m,

’
gkm-l-l:(PN( € -3 € ,8ki156 -y e)a
(km+1—1)~— fois

Yes1 = &is, Ok Sn—1,1 51 m).
La relation ), ;i f(g: 8] 1) = 0 donne pour m— 0 :
1§i,j§N

(P) » 2. aiEj h(yv:®v7) = 0.

1£i,jsn
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L’algébre de convolution /* (I') admet une involution définie 4 1’aide de I’automor-
phisme y — y*. L’ensemble P des fonctions bornées & : I' — C, 2 (é) = 1 ayant la pro-
priété (P) s’identifie & I’ensemble des états de [' (). Si fe K est telle que

(M) 7 (1 ®72) = f ('Yx)f~ (v2)  (v4, v2€D),

alors f e P est.un point extrémal de P, la représentation associée de /* (I') étant unidi-
mensionnelle irréductible (). 4 fortiori f est alors un point extrémal de X. Nous avons
donc prouvé :

THEOREME. — Soit fe K. Alors f est le caractére d’une représentation factorielle finie
de G, si et seulement si f a la propriété (M).

COROLLAIRE 1. — Le produit tensoriel de deux représentations factorielles finies de G
est encore une représentation factorielle.

COROLLAIRE 2. — Soient G, G deux groupes satisfaisant & nos hypothéses, ® : G' — G
un homomorphisme tel que @ o (WX ®) = wo ¢'. Si p est une représentation factorielle
finie de G alors peo en est une de G'.

3. ExeMpLES. — Soit H un espace hilbertien séparable, { e }k=1 une base orthogonale.
Le groupe U (co) (*) [la limite inductive des groupes U (1) = U(2) =...] peut étre
identifiée au groupe des opérateurs unitaires V sur H tels que Ve = ¢, & I’exception d’un
nombre fini d’indices ke N. Soient G; < U (o) les sous-groupes des Ve U (o) tels
que Ve,  =eys; (k=012 ...,j=12)cet soient ; : U (c0) — G; les isomor-
phismes évidents. On peut alors prendre ¢ (g, g,) = V¥, (g,) V, (g,). Pour avoir des
représentations factorielles finies continues de U (o0) doué de la topologie limite inductive,
il faut et il suffit de s’assurer de la continuité du caractére. Les résultats du paragraphe 2
montrent qu’un caractére de représentation factorielle finie est déterminé par sa restric-
tion 2 U(l) =~ {z;z| = 1}. En voici des exemples (*) :

p(z) = 2" IU—JI 1—a; ﬁ 1+b;z IOBI 1-¢, A= D+ui/z— 1)
i=t 1—a;z/ \j=1 1+b; k=1 Z—¢, ’

avec meZ, 0<a; <1, 05b;, 0S¢, <1, 20, p20, Y g, <0, Y b; < o0,
2. ¢ < 0. On peut procéder de méme pour les groupes Sp (c0), SU (o0), SO (o0), O (c0)
et aussi pour le groupe infini de permutations. Notre corollaire 2 et les exemples pour U (c0)
donnent des exemples de représentations factorielles finies de ces groupes.

Les applications V— V ® I, de U (2") en U (2"*!), définissent une limite inductive

des groupes U (2"). Pour ce groupe limite inductive on peut définir un homomorphisme
a l’aide du produit tensoriel.

(*) Séance du 4 novembre 1974,

(") J. DixmIER, Les C*-algébres et leurs représentations, Gauthier-Villars, Paris, 1964.

(*) Le probléme d’étudier les représentations de U () est mentionné par A. A. KiriLrov, Dokl. Akad.
Nauk, UR.S.S., 212, 1973, p. 288-290.

(®) D. VoicuLescu, Some type I, factor representations of U () [a paraitre].
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