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INTRODUCTION

La notion de groupoide algébrique est due & Brandt. Son utilisation en
i géométrie remonte a C. Ehresmann [E] : le premier groupoide qu'il ait exhibé est

le groupoide de jauge d'un fibré principal.

Un groupoide & est un ensemble muni d'une loi pas toujours définie, qui
vérifie des axiomes analogues & ceux des groupes ; .1'unique unité d'un groupe est
remplacde par un scus—ensemble d'unités G, et G est muni de deux applications
(but et source) B et o & valéurs dans GO. Lé groupoide est de Lie si de plus toutes
les opérations prennent place dans la catégorie des variétés, o et B étant des sub-
mersions. Sur ce point nous rompons avec la terminologie usuelle qui réserve
L'appellation groupoide de Lie aux groﬁpoides différentiels transitifs. La raison
en est qu'ad tout groupoide de Lie G I Go on associe canoniquement un algébroide
de Lie,au sens de J. Pradines,sur le fibré normal de GO v Gd——+ GG et que cette
correspondance généralise la correspondance groupe de Lie + Algébre de Lie. D'autre

1 part les groupoides que nous construisons ne sont pas, en général, transitif.

Un groupoide symplectique I' est un groupoide de Lie muni d'une structure

de variété symplectique compatible avec la multiplicaticn au sens suivant : le

graphe de la multiplication est ume sous-variété lagrangienne de la variété sym—
! plectique produit (-I) x T x T ou (-T) désigne I munie de la structure symplectique
opposée. Les unités de I' forment une sous—variété lagrangienne de T ce qui entraine
gqu'en ce gsens le seul "groupe symplectique” est le groupe trivial. C'est donc une
notion essentiellement "groupoide™ i la différence de la notion de groupolde de
Poisson-Drinfeld : (T,A} est un groupoide de Poisson si (I',A) est une
variété de Poisson, si T2 ensemble des couples composables est une sous—variété de
Poisson de ' x I' et si la multiplication F2 + I' est un morphisme de Poisson.

En ce sens , les groupes de Poisson sont ceux introduits par Drinfeld.

i [Dr. 1983].

Un exemple remarquable de groupoide symplectique est fourni par le groupoide

cotangent : si G I GO est un groupoide .de Lie, T*¢ = T avec sa structure sym-—

*
plectique standard est un groupolde symplectique dunités v Go fibré comormal de Go
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P, . . . . s p
dans 6. Ainsi V Go se trouve muni d'une structure de Poisson particuliére appelée
de Lie Poisson qui généralise le cas du dual d'ume algébre de Lie. En effet cette

structure induit sur les sections de vGO la structure d'algébroide de Lie de G.

* .
' =T ¢ a dgalement une autre structure de groupoide symplectique pour
- - . 3 *
1'addition dans les fibres. Ces deux structures sont compatibles et [ = T G est un

groupoide double au sens de C. Ehresmann.

Si G est un groupe, la premiére structure de groupolde symplectique est

N

* *
celle sur T G =% G {fournie par les moments des actions a gauche et & droite de G.

Le probléme se pose inversement de savoir si, (FO,AO) étant une variété de
Poisson, on peut lui associer un groupoide symplectique I dont FO est 1'espace des

unités, Le probléme se décompose en deux

(1) réaliser FO par a : ([,o) + (FD,AO) ol ¢ est un morphisme de Poisson,

To étant identifide 2 unc scus—variété lagrangienne de I 3

(2) construire sur I' une loi de groupeide symplectique.

Pour tout point X € Po’ le probléme (1) a toujours une solution au

un voisinage de X [ w 1983].

Inversement 1l résulte de nombreux travaux [V.E.R-.1964][Do. La 1966]
[MP 1980] qu'il est illusoire méme dans le cadre des (Q-variétés d'espérer une réponse
positive au probléme (2) . Ceci a conduit Van Est a introduire [V.E. 1984] la notion
de groupoide local qui généralise la situation des voisinages de 1'identité d'un
groupe. Le principal résultat de cet article est de dommer, dans le cadre des
groupoides locaux, une rtéponse positive & la deuxidme question. (Théoréme IIL. 1.4

et III. 2.1}.

Afin de préciser 1' analogie avec le troisiéme théoréme de Lie local,
on montre qu'a2 toute variété de Polsson (FD,AO) est associée canoniquement un
algébroide de Lie sur T*ro - FO de morphisme Aﬂ T*To -+ TTO. Inversement toute
structure d'algébrolde pour laquelle At définit un tenseur antisymétrique sur Fo
et telle que les 1-formes fermés sur FD constituent une sous-algeébre de Lie des

. * - [l - - r PR -
sections de T I' , est la structure canonique d'algébrolde d'une variéré de Poisson.
8]



Feb 14 02 11:08a Dept MathematicsU.C. Berk (510)642-8204 r.S

Ainsi on a prouvé que tout tel algébroide de Lie est 1'zlgébroide de Lie d'un
groupoIide symplectique local, ce qui étend aux variétés de Poisson quelcongue le
résultat constituant le troisiéme théoréme de Lie vu sous forme symplectique, a
savoir la réalisation du dual d'une algébre de Lie par le cotangent d'un groupe.
Le réscultat obtenu est A rapprocher d'un théoréme de J. Pradines [Pr. 1968] qui
affirme que tout algébrolde de Lie est 1'algébroide d'un groupolide local. ILci le
résultat obtenu est plus fin : tout algdbroide "symplectique" est lTalgébroide

d'un groupoide symplectique.

Comme il a été dit, em général (F,0) ne sera pas un groupoide. On donne
cependant une condition fort simple, (T,g) étant construit, pour savoir si sa

structure algébrique est celle d'un groupolide. (Proposition III.172‘).

La notion de groupoide symplectique permet de répondre a plusieurs
questions posées par Karasev et Maslov [K.M-1981][K.M, 1984] sur "1'alpébre
enveloppante universelle” pour les approximations quasi-classiques des relations
de commutations mon linéaires. En particutier dans [K. 1986] Karasev pose les
questions auxquelles répondent le théorzgme III.1.4 et la propositiom IIIL. 1.2’51)
Sa construction des interpolations prend place dans le cadre géométrique de la
proposition III. 1.2" c'est-a-dire ou 1'on a efféctivement une structure de groupolde
En fait la lecture des papiers de Karasev et Maslov est un des principaux stimuli
de ce travail ; suivant leur approche, il semble gqu'une "guantification" convena-
blement développée pour les groupoides symplectiques fournirait un outil pour
1'étude des relatione de commutation non linéaires analopue & 1'usage de la topologie
et de 1'analyse sur les groupes de Lie globaux dans 1'étude des relations de
commutation linéaires. Une telle théorie rendrait plus claires les relations, qui
sont jusqu'ici surtout des analogies, entre groupoides symplectiques, produit *
[B.F.F.L.S 1977] et les algébres d'opérareurs en géométrie différentielle mon

commutative [C. 1982}.

De facon plus immédiate, la notion de groupoidé symplectique unifie
beaucoup de constructions en géométrie symplectigue et de Poisson ; en particulier
elle fournit un cadre pour 1'étude de 1'cnsemble des réalisations symplectiques d'une
variété de Poisson domnnée.

(1) Maslov (communication privée) annonce des résultats volsins du théoréme IIT.1.4
dils & Karasev notamment.
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Cet article, volontairement limité aux aspects géométriques de
trouve son origine dans un cours domné par A. Weinstein & 1'Université
de Lyon, cours dont les résﬁltats ont écé annoncés dans [W. 1987] . De
discussions avec Jean Pradines ont permis de préciser la problématique
les concepts utilisés. Nous lui adressons nos chaleureux remerciements

D. Sondaz qui nous a assisté dans 1'élaboration du manuscrit.

la théorie,
Claude Bermard
nombreuses

et de clarifier

ainsi qu'a

L'article est divisé en trois chapitres et un appendice. Un premier chapitre

contient le cadre algébrico-différentiel, le second chapitre étudie plus précisément

les groupoides symplectiques et la maniire d'en construire. Le troisiéme chapitre

est centré sur 1'application aux réalisations symplectiques d'une variété de Poisson

et au troisieme théoreéme de Lie local. Un appendice regroupe quelques notions

classiques de calcul lagrangien utilisées dans le cours du texte et une présentation

succincte de la méthode des caractéristiques.
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NOTATIONS ET REMARQUES GENERALES

1. L'exemple du groupoide d'holonomie suffit pour indiquer que 1'on ne peut en
général imposer la séparation aux variétés utilisédes. Quand la variété considérée

sera séparée, paracompacte, etc... ceci sera toujours spécifié.

0
2. Pour toute application f C entre variétés (M,N) Tf désigne l'application tangente

- . * t ’
T, f 1'application tangente en X, fX = Tx f sa transposée.
o o [

o0 . .. . o
3. Pour tout fibré C E~+M sect(M,E) désigne l'espace des sections C de E » M.
Si N est une sous-variété de M et j 1'inclusion de N dans M EN désigne le fibré

image réciproque de E par j.

4. Pour la théorie des variétés de Poisson on se reportera 3 [Lic.1977] et [w. 1983].
Si (P,A) est une variété de Poisson de 2-tenseur A, on notera A# le morphisme fibré
de T*P dans TP défini par & > 1,0 oft 1 désigne systématiquement le produit intérieur.
Dans le cas ol (P,A) est une variété symplectique (i.e. A de rang maximum), si O est
la 2-forme symplectique, 1'isomorphisme réciproque de A# est X * -~ 1,0 .

*
5. Pour tout groupe de Lie G on notera G son algébre de Lie et G le dual de G.

6. Pour tout sous—espace vectoriel V de TxM ou (M,0) est symplectique, v° désigne

1'orthogonal symplectique de V dans (TxM’G)‘

K
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CHAPITRE |

Groupoides - Groupoides de Lie

§ 1. UN EXEMPLE : GROUPOIDE GROSSIER

Etant donné un ensemble X, les applications de X dans lui-m@me seront pour
nous, identifiées & leur graphe ; si a : X > X est une application nous écrirons

son graphe y. = {(a(x),x),X€ X} dans 1'ordre inverse de l'écriture usuelle.
a

Si a et b sont deux applications de X dans X, (z,x) est dans Yaob s'11
existe un y dans X tel que (z,y) soit dans Y, et (v,x) dans Yy, 5 en fait, on peut
composer de cette facon deux parties quelconques de XxX (c'est-d-dire des relations).
Si on "oublie" que T = ¥xX est un produit cartésien on retrouve l'opération de com—

position de ses parties en considérant sur I' la structure algébrique suivante

On dit que les éléments (x,y) et (w,z) de T sont composables si y=w et on
note F2 1'ensemble des paires composables ; pour {({x,¥,(y,z)) dans T2 on appelle

(x,z) le produit qu'on note {(x,v).(y,z).

On a donc une multiplication partiellement définie dans T XTI, une partie
r = {(x,x),x € X} d'unités, des projections B : B(x,y) = (x,x) et & : alx,y) = (y,y)
de T dans TO , une opération d'inversion i:i(x,y) = (y,x) avec des propriétés

évidentes

]

BGx,y). (x,¥) = G,y) . (¥ .alx,y) = (x,¥) ,
.y 2ilx,y) = Blx,y) , ilx,y).&x,y) = alx,y)

de plus, la partie T, est constitude des ((x,¥), (w,2z)) tels que a(x,y) = Blw,z).

Si maintenant A et B sont deux parties de ' , on peut définir A.B comme
1'ensemble des (x,z) pour lesquels existe y avec (x,y) € A,(y,z) € B, On munit
ainsi () dTune structure de demi-groupe dont les éléments inversibles sont les

graphes des bijections de X sur X.
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§ 2. DEFINITIONS ALGEBRLQUES ET FREMIERES PROPRIETES.

En suivant 1'exemple du § 1 , on appellera structure de groupolde sur un ensemble

ensemble T la donnée de deux applications O et B de T dans lui-m&me de méme image Fo
d'une multiplication m définie sur la partie Tz de I x T formée des couples (x,vy)
tels que B{y) = a(x) et d'une application i de I' dans T (1'inversion), vérifiant

les axiomes suivants

(Ass) : si 1'un des produits m(x,m (y,z)) et m(m(x,y),z) est défini, 1'autre

1'est aussi et lul est égal.
(Id) : les produits m(B(x),x) et m{x,a{x)) sout définis et égaux & x.
(Inv) : m{x,i{x)) est défini et égal & B{x) et m{i(x),x) est défini et égal

a a(x).

Pour simplifier les écritures on notera x.y au lieu de m(x,y) et xm1 au
lieu de i(x) s'il n'y a pas d'ambiguité. Une égalité z = x.y signifiera que le
produit %.y est défini et égal A =z.

LEMME : pPour tout x a(B(x)) = BG) et Rla{x)) = alx) (1.

Clest la traduction de 1'existence de B(x).x et de w.o{x).

i

PROPOSITION 2.1 : Si (x,y) €T, , R(x,v) B(x) et o(x.y) = aly) {2)

De plus pour tout x de T afo(x)) = a{x) et BE&)) = Bx) 3,

at ) = B et BGT) = alx) (4).

DEMONSTRATION : Par (id) x.y = (B{x).x).y) = B(x).(x.y) par (Ass) donc
af{B(x}) = B(x.y) et le lemme domnt la ﬁremiére partie de (2) ; la démonstration de
la deuxiéme partie est semblable ; les formules (3) Tésultent de 1l'axiome (Id) et

les formules (4) de (Inv).
COROLLAIRE : of(x).a(x) = a(x) et B(x).B(x) = Bx).

PROPOSITION 2.2 : {régle de simplification) : Si XY, = XY alors y =7V, et si

Xy = XY alors Xy = X,
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DEMONSTRATION : Si X.y, = XY, x_1((x.y1) = x_1.(x.y2) et par (Ass) et (Inv)

u(x).y1 = u(x).yz et comme a(x) = B(y1) = Bly,y), ¥y =¥, et de méme pour la

simplification & droite.

=11

) = x.

=1

COROLLAIRE : (x

1

7V s e = B = xex

En effet (x

REMARQUE : Fo est exactement 1'ensemble des points fixes de o (ou.ide B). Si

x = B{x") , B(x) = B(B(x")) = B(x') = x.

CAS PARTICULIERS.

1 - 81 FO est réduit 2 un élément, [ est un groupe car la multiplication est alors
partout définie et 1'élément neutre est 1'élément de Fo

2 - 51, a 1'opposé, T = Fo , o et B sont 1'application identigue (par la remarque
ci-dessus) et donc les seuls produits définis sont les x.x = x, on appellera
groupoide nul un tel groupoide.

3 - Plus pénéralement, si o = B, a—1(x) est un groupe pour chaque x de Fo ; c'est
le cas, par exemple, d'un fibré vectoriel pour lequel FO est la section nulle et

1'opération de groupolide est 1l'addition dans les fibres.

DEFINITION 2.1 : 51 I' est un groupoide, on appelle groupe d'isotropie d'un élément

u € TO le groupe Fu =o w N 8-1(u).

DEFINITION 2.2 : L'ensemble B(a-i(x)), qui est identique a 3(8_1(x)),x € [ s’appelle

orbite de I issue de x. L'ensemble des orbites de I' forme une partition de Fo'

DEFINILTION 2.3 : Etant donné deux groupoides T et I'', un morphisme de groupoides

de T dans T'' est une application £ : T > I'7 telle que si x et y sont multi-

pliables dans T, £(x) et f(y) le sont dans Troet £(x.y) = E(x}.E(y).
La régle de simplification montre que f commute aux projections, par

exemple : B (£(x)).f(x) = £{x) = F(R(x).x) = £(B(x)).£(x), donc £ conserve les

B-fibres et induit une application £ : T, +‘Fé sur les unités.

10
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EXEMPLE : L'application {B,2) est un morphisme de groupoldes de ' dans le groupcide

grossier I x I, - On dit que le groupoide est principal si (8,0} est imjective.

REMARQUE : En d'autres termes, on peut dire qu'un groupoide est une petite catégerie
dans laquelle toutes les flaches sont inversibles, les norphismes de groupoides

sont alors les foncteurs entre deux telles catégories.

§ 3., EXTENSION AUX PARTIES D'UN GROUPOIDE.

Comme on 1l'a fait dans 1'exemple du § 1, on peut définir sur P{T) une
opération qui en fait un demi-groupe unitaire.

Si A et B sont deux parties de T', A.B = m{({(A x B) N Fz)).

L'axiome d'associativité implique 1'associativité pour cette opération pour
laquelle Fo est élément neutre.

51 on note Af1 1'ensemble des inverses des éléments de A, le produit A.Aﬁ1
est 1l'ensemble des y.x_1 avec aly) = B(x_g) = a{x) : si donc alA est bijective
X =7 et y.x"1 = x.x_1 est dans Fo : si de plus BIA est bijective et si u € Fo ,
(ElA)_1(u) =a € A et a.a_1 = B(a) = u.

On a un calcul analogue pour A_1.A.

DEFINITION 3.1 : On appelle bissection une partie A de I' pour laguelle les res-

trictions de o et B sont bijectives de A sur FO.

PROPOSITION 3.1 : L'ensemble Gr(T) des bissections d'un groupoide T est un groupe.

Les r2gles du calcul des sources et des buts montrent en effet que le
produit de deux bissections en est une et Fo est 1'élément neutre. Cr(l) est le
groupe des éléments inversibles du demi-groupe @(I'). Le groupe Gr(l) opére de facon

naturelle sur Fo, a gauche et i droite par

B((al&) ™ (u))
a8l w).

Asu
Uoh

il

[

Ces actions ne sont pas en général effectives, par exemple uo.A = u si et seulement
si (miA)_1(u) €T 0 A; par contre Gr(T) agit de facon effective sur T par deux

actions, 1'une a droite et 1'autre a paiiche, commutantes entre elles, définies par

10

11
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A0 = ax = @) (BG).x

x;A

AG) = (8] )7 @)

L'action est effective car si A.x = x pour tout x et si a € A,

a = a.ola) = A.o{a) = ¢(a) done a € FO.

REMARQUE : Ces opérations sont des cas particuliers de la multiplication sur

1'ensemble des parties de T car A.x = A.{x} et =x.A = {x}.A.

PROPOSITION 3.2 : L'application & (resp.B ) de I' dans Fo est invariante par

p.12

i1'action A gauche (resp. & droite) de Gr(T) et éguivariante pour les actions a

droite (resp. & gauche) de Gr(T) sur T et T .

En d’autres termes

al(x) et ofx.A) = a(x).A

alA.x)

B(x.A) B(x) et B(A.xX) A B(x) .

§ 4. GROUPOIDES DE LIE

DEFINITION 4.1 : Un groupoidede Lie T , est une variété différentielle {peut-dtre

non séparde) munie d'une structure de groupoide telle que :

1°} L'ensemble Po des unitéds est une sous-variété séparde .

2°) Les applications o et B sont différentiables el sont des submersions.

3°) La multiplication est une application différentiable de Tz dans T

(il résulte de 2°} gue Fz est une sous-variétd de I' x T).

4°) L'application x+x~V est un difféomorphisme dé T sur lui-méme.

On dira que le groupolde de Lie est transitif si 1'applicatiocn

axB: I+ TO x Po est une submersion surjective.

N.B. - La terminologie traditiomnelle réserve le nom de groupoide aux groupoides

appelés icl transitifs. Cette modification de 1'usage sera justifidc plus loin.

11

12
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DEFINITION 4.2 : On dit gu'un groupoide est o—connexe i les G~-fibres sont

connexes - (par 4 les B fibres le sont alors également ).

On appclle composante a-comnexe de I', et on note Ta , la réunion des

composantes connexes des points de Fo dans les o-fibres de T.

Une notion étroitement lide & celle de groupoide est celle de feuilletage

de Stefan.

DEFINLTION 4.3 : e distribution ¢° D sur une variété M, au sens de Sussmann

[su.1973],est 1a donnée pour tout X de M d'un sous-espace D_ de Tx M
(]

il existe un nombre fini ko, dépendant de LN de champ de

) , tels gque on soit engendré par les vectcurs

tel que :

[e=]
vecteurs C de M, (Xi‘1$i$k0

(xi(xo))1$i$k0 et gue pour tout x de M, Xi(x) € Dx'

DEFINITION 4.4 : Un feuilletage de Stefan [St 1974] est une distribution C D de

M vérifiant L'une des propriétés équivalentes suilvantes qui constituent le

théoréme de Frobenius-Sussmann [Su, 1973} (cf.[ D 1985] dgalement).
(1) Par tout point il passe une variété intégrale § de D (i.e. telle que

¥x € S TuS = Dy ) maximale unigque.
(2) Il existe une sous-algebre de Lie g de Sect (M,TM) telle que
a) Vx €MD = g(x) ensemble des valeurs en x des champs appartenant

a g.
b} g est "compléte", i.e. pour tout champ X € g de flot wt, pour

tout champ Y € g,wt ¥ est un champ local de g.
*

sSi B désigne la sous—algébre de Lie de g formée des champs & supports compacts, la
condition (2) est équivalente & la condition (2)D portant sur g  , SOus la seule
réserve que pour tout X, go(x) = g(x).

Enfin si S est la feuille de x tout point x de S est atteignable par un

produit de flots de champs de g (resp. go).

iz

13
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THEOREME 4.1 : [P 1985]
(i) La composante O-connexe Fu da ' ast ﬁn sous groupoide ouvert de I.
Les orbites de Ta'dans T cohstituent_un feuilletage de Stefan.
(ii) Pour toute unité u de IB, le groupe d'isotropie ru est un groupe de Lie.
(iii) 51 T est O—connexe et si Sﬁ est 1'orbite de u, u€ Q; , B a1(u)* Su
{resp. @ : E?(h) *’Su est un Fu fibré principal pour 1'acticn naturelle de
Fu dans a1(u) : Fu X a‘(u) -+ 51(u))(Y,x) + XY ; (resp. par 1’action
Tu x E1(U) + E1(u) (y,x) -+ ?1.x) . En particulier 51(u) etB-I(u) sont des
sous-variété sépardes de I.

(iv) I est une variété séparde si et seulement si Fo est fermé dans T.

A la différence des groupes, les translations a droite et 2 gauche ne sont pas

partout définies.

51i X € T on notera RX 1l'application y + yox, de u_1(8(xo)) dans a_i(a(xo))
o
qui est un difféomorphisme.

De méme Lx : ¥y " x .y estun difféomorphisme de 8_1(a(x0)) dans 8_1(B(x0)).
o

I1 est naturel d'introduire deux sous—algébres de Lie de 1'algébre des champs
¢’ sur T

A(T), algébre de Lie des champs invariants A gauche, est constituée des
champs X gqui sont dans le noyau de TR et tels que pour tout X, » en restriction a
la sous-variété 8_1(u(xu))

TL {X) = XoL .
h.4 X
[¢] Q

AT}, algdtbre de Lie des champs invariants & droite, est constituée des
champs ¥ qui sont dans le noyau de Ta et tels que pour tout x ., en restriction a la
sous-variété a_1(B(xo))

TR (¥) = YoR .
x x

Q o

Les flots des champs de %(I') commutent aux translations & gauche, ceux

de AR(T) aux translations & droite. De ceci on déduit que, translation a gauche et &

droite commutant, ti?(F),EQ(F)] 0.

1
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" f'introduction de la notion.d'dlgébroide de Lie due & Pradines
[P 1976] va clarifier les analogies entreé groupes et groupoides de Lie et justifier

la terminologie -adoptée.

b

DEFINITION 4.5 : Un algébroide de Lie sur. une varidété M est un triplet constitud

d'un fibré vectoriel Cm de base M : E+ M , d'une structure de R-algébre
de Lie sur 1’espace des sections C. de E, Sect M,E) , dont on note [,]

le crochet, et d'un morphisme p de fibrés vectoriels ¢” de E dans TM tels
que

(i) 1tapplication induite entre sections :

B : Sect (M,E) -+ Sect(M,TM) est un morphisme d'algébres de Lie.

{ii}) pour toute fonction f € Cm(M;R), pour tout couple (X,Y) de sections

[2+]
¢ de E,

[X,£Y] = £[X,¥] + (§(X).£)Y.

On montre [P. 1967] yue la sous—algébre de Lie B(Sect (M,E)) de Sect(M,TM)

définit un feuilletage de Stefan.

Un algébroide de Lie est trapnsitif s'il n'a qu'une seule feuille : c'est le
cas de 1'algébroide de Lie canoniquement associé a un G-fibré principal sur une
variété M conmexe, E{(G) ¥ M. si & désigne le fibré vectoriel de base M quotient
de TE(C)} par 1'action i droite de G, & équipé du crochet des chanmps invariants &

droite et de ™r : &+ TM est un algébroide de Lie transitif. [P. 19671].
si T :é%; TO est un groupoide de Lie, les sous-algébres de Lie &(I') et
o

A(T) de Sect(l,TT) vont permettre d'associer 4 T' deux algébroides de Lie opposés.

Soit Ey le fibré vectoriel sur TO dont les fibres sont les noyaux de TB|T

L r

S(T) étant constitué de champs invariants a gauche, ('} est isomorphe 2
Sect(ro,Ea) qui est donc muni ainsi d'une structure d'algdbre de Lie locale. D'autre

part, par construction méme, tout champ X € #(T) est w-projetuble et d'image Ta(xlr ).
‘ o

On vérifie aisément la conditiomn {ii) sur Sect(Fo,Ea).ﬁf(T) permet donc de munir E,

14
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d'une structure d'algébroide de Lie. Mais B drant une submersicen, E est canoni-
. quement isomorphe au fibré normal.vfo de FO dans I'. Par transport de structure sur
vFO on a donc prouvé, en notant & par abus de notatiom l'application de vFO + T™

déduite de 1l'isomorphisme vfo re Ea .

PROPOSITION 4.1. [P 1885] : (vFo + Po,a) est une algébroide de Lie sur PO pour
1a structure d'algébre de Lie sur Sect(To,vFO) déduite de £ (T'), appelé
algébroide de Lie de T. )

On aurait pu - comme pour les groupes de Lie — utiliser les champ invariants

4 droite Z(T) et le fibréd E,_ dont les fibres sont les royaux de TaIT r - L'iso-
r

B

o]
morphisme de fibrés vectoriels sur T0= VFO o EB munirait VTO d'une deuxiéme struc—

ture d'algébroide de Lie qui est opposée a la précédente : en effet si X,Y sontdeux

sections de vPo, dont on note (Xa’Ya) {resp.- XB’YB) les relévements a Ea {resp. EB)

X = VK = va et Y = VY = vYB oll v : TTOF > uro ; en résulte que v[xa—XB,Yu—YB] =0
et comme [ ZFT),R(T)] =0, v[Xa,Ya] + v[XB,YB] =0 , ce qui acheéve la démonstration.

Le feuilletape de Stefan associé & 1'algébroide de Lie de T est le feuille-
tage par les orbites de Pa dans TO. Si S est une telle feuille, @ : vsfo + TS
est un morphisme surjectif de fibrés vectoriels. On suppose, pour simplifier
1'écriture, ' ti~commexe. Soit uw € 8 , a 1 E1(u) + 5 est un Tu fibré principal
auquel est associé un algébroide de Lie transitif dont par construction méme la
structure est la restriction & S de la structure d'algébroide de E, » ce qui montre

que (vSFo,a) est 1l'algébroide de Lie de o : 31(u) + 5.

On a alors au-dessus de 5 une suite exacte de fibrés vectoriels
0— 154—5 \)FS'—> T§ — 0
ol Ig est un fibré en algébres de Lie de fibre type 1'algébre de Lie opposée de Gu.
Une telle suite exacte est appelée suite d'Atiyah abstraite par Pradines. [P. 19671

[Al. Mo.1985].

REMARQUE :A”1'inverse de ce qui se passe pouT les groupes et algdbres de Lie de
dimension finie, il n'y a pas en général de groupoide de Lie associé & un algeée~
broide de Lie méme dans le cas transitif. Le chapitre I1I sera précisément consacré

3 un troisiéme théoréme de Lie local pour certains algébroides de Lie.

15
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§ 5, EXEMPLES DE GROUPOIDES.

a) Si M est une variété différentielle, M x M avec sa structure de groupoide

grossier et la structure de variété produit est un groupoide de Lie.

b) Groupoide transformatiomel : Soit T un groupoide de Lie, E une variété

différentielle et J une submersion c® de E dans les unités To de T.

Soit H le produit fibré T ig E = {(g,x) €T xE / alg) = J(x)}
Q

On dit que T agit sur E si on s'est donné une application ¢ de H dans E telle que

a) JGi(g,x)) = B(g).
g définit donc une application ¢ de JF1(u(g)) dans J_1(6(g)) et si a(g1) = B(gz)
g8y est la transformation composée

-1 &2 -1 -1 81~

J o (algy)) ——— ] (B(gy)) = J (a(g)) ——— J (B(g1))
Ceci revient 3 munir Il d'une structure de groupoide de Lie, d'ensemble d'unités E ,
avec les applications aH(g,x) = x et BH(g,x) = p(g,x) et telle que l'injection de

H dans T %(E x E)} : (g,x) —{g,ex,x) fasse de H un sous—groupoide (E x E ayant la

structure de groupoide grossier).

En particulier, si G est un groupe qui opére & gauche sur X, ' =G x X
a une structure naturelle de groupolde d'unité T = {e} » ¥ ; alg,x) = (e,x)
et f{g,x) = {e,gx) sont les projections source ef but. Le produit (gz,xz).(g1,x1)

est défini si x, = g,;x,; et vaut (ngi’X1)°

Par exemple l'action coadjointe d'un groupe de Lie sur le dual de son
algébre de Lie domne, par la construction précédente, une structure de groupolde
au fibré cotangent du groupe de Lie, structure que 1'on retrovuvera plus loin
(chapitre II, n° 4) par une autre voie. La structure de groupoilde sur G * X est

principale si 1'opération de G sur X est libre.

¢) Groupoides de Jauge : Soit (E,M,7) une fibration principale, de groupe

structural H. L'espace # quotient de E x E par la relation d'équivalence définie

par (21,2;) m (zz,zé) s'il existe h dans H tel que 2, = z1h et zé‘= z;.h est muni

17
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d'une structure de .groupoide de Lie (transitif), 1'espace des unités J{S-(quotient
de la diagonale de' M X M par ) ést isomorphe a M. C'est le groupoide .des iso—

morphismes, fibre sur fibre, H-égquivariants ([E.oc],{Lib 1972]1).

d) Le groupoide fondamental d’une variété différentielle :

M(X) désigne 1'ensemble des classes d'homotopie (& extrémités fixes) de
chemins d'un espace topologique X, si [y} € (XD, on pose 8{Lly]) = v(0)
a([y]) = v(1), les unités sont les chemins constants (identifiés aux points de 1),
la multiplication étant celle déduite de la juxtaposition des chemins et la topologie,

la topologie quotient de celle de l'espace des chemins (topologie compacte-ouverte).

Si de plus X est une variété différentielle conmexe par arcs, 1'application
[y] + (y(0),¥(1)) de II(X) dans X X X est un revétement ; on peut donc munir mx)
d'une structure de variété différentielle qui en fait un groupoide différentiel

de Lie.
REMARQUE : le groupe d'isotropie d'un point x de X est le groupe de Poincaré de X.

e) Groupoides d'homelogie :

On peut dans l'exemple précédent, remplacer la relation d'équivalence
d'homotopie par celle, moins fine d'homologie, on obtient ainsi une suite de

groupoides de Lie

I(X) =+ ) —X X X

Ces trois groupoides ayant X comme ensemble d'unités.

Les exemples suivants sont des cas de la variété sous—jacente est non

séparée.

£) Les groupoldes de germes

Si X est une varidté différemntielle, 1'ensemble des germes de difféomor—
phismes de X dans elle-méme est muni d'une structure de groupoide de Lie quand on

le munit de la topologie usuelle des germes ({(cf. [Ha. 1984]).

17
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g) Groupoides d'holonomie d'un feuilletage :

Supposons .que l'on ait sur la variété différentielle X un feﬁilletage F .
Considérons dans X les chemins Y, chaque chemin étant contenu dans une feuille,
deux chemins Y1 et Y, de méme origine et de mBme extrémité seront équivalents si
Y1Y;1 est sans holonomie ; le quotient Hol(X, %) est le groupoide d'holonomie
(ou le graphe) du feuilletage % ; les applications source et but et la multipli-
cation sont définies comme dans 1l'exemple d) : un voisinage d'un €élément [Y] est
constitué des éléments [YI] représentés par des chemins y' voisins de y. Avec cette
topologie #ol(X, ) est une variété, en général non séparée, de dimension égalc
32 la somme de la dimension de X et de la dimension des feuilles. On peut éssocier
un feuilletage d'autres groupoides différentiels, cf. [P. 1966]},[Ha.1984],

[c. 1982].

[
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CHAPITRE Il

Groupoides 'symplectiques

§ 1 — DEFINITIONS.

Dans toute la suite si (I',0) est une variété sumplectique on la notera
simplement T, (-[) désignera alors 1a variété symplectique (T',-g¢). Dans les démons—
trations mous utiliserons les résultats classiques du calcul lagrangien pour lesquels

nous renvoyons a l'appendice.

DEFINITION 1.1 : Un groupoide symplectique est la donnde d'un groupoide différentiel

I' muni d'une 2-forme symplectigue O telle gue le graphe Yo de la multiplica-
tion soit une sous-variété lagrangienne de (~T) X T x T . Rappelons gque notre
convention d'écriture des graphes est que (z,x,¥) € Ym si et seulement si

Z = X.¥-

PROPOSITION 1.1 : S§i T est un groupoide symplectique, 1'ensemble des unités Fo

est une sous-variété lagrangienne de T et ]'inversioni est un Isomorphisme
antisymplectigue de T dans lui-méme (c'est-a-dire un isomorphisme symplec-

tigue de [ dans (-T3}).

DEMONSTRATION : FO est 1'ensemble des z de T pour lesquels on peut trouver ufll X dans
T tel que (x,x,z) € Yg 3 e d'autres termes TO est 1"image de la diagonale AF par la
relation canonique de (-T') x T dans T définie par la sous-variété lagrangienme Y
et dans TxIxI'xI'xT les sous-variétés Yo x AF et I' ®* A se coupent proprement
(A est ici l'ensemble des quadruplets (u,v,u,v) de TxTx I'xT). Le résultat vient
alors du calcul lagrangien .

De la méme maniére, le graphe Y; de 1'inversion est l'ensemble des couples

(x,y) de T % T pour lesquels il existe un z dans To tel que (z,%,¥)€ Yo c'est

donc 1l'image de FO par la relation canonique de (-T) &4 T x T définie par la sous-—

variété lagrangienne y_ .
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PROPOSITION 1.2 : Si A est une bissection lagrangienne dans un groupoide T,

les applications ‘AR et Ar (cf. I.3) sont symplectigques.

DEMONSTRATION : Le graphe Ya de Ag est constitué des couples {z,y) pour lesquels

L
il existe un x dans A tel que (z,x,y) € Ym--C'ESt donc 1'image de A (qui est lagran-
gienne) par la relation canonique de T 4 (-I') x T définie par Yp d'ou le résultat ;

la démonstration est la méme pour Ar'

Dans la suite, la notation Gr(I') ne sera utilisée que pour les bissections

lagrangiennes.

On notera (') 1'ensemble des bissections locales lagrangiennes. Si
A€ @), o et B sont des difféomorphismes de A sur des ouverts de TO. Les
opérations A£ et Ar sont défimies par les mBmes formules quand elles ont un sens

(mais % (') n'est évidemment plus un groupe) et sont encore symplectiques.

8i x € T, il passe toujours par x une section lagrangienne locale transverse
4 1'o-fibre et & la B-fibre en x ; mais en général il n'existe pas de bissection
lagrangienne globale passant par X sauf si x est assez proche de la sous-variété
. lagrangienne T (ceci résulte alors de l'existence du "voisinage tubﬁlaite la-

grangien" de T (c£.[W. 19791)).

PROPOSITION 1.3 : Les orbites de 1'action & gauche (resp. & droite) de Gr(T) dans T

sont des réunions de composantes connexes des a-fibres (resp. des B-fibres).

DEMONSTRATION : On remarque d'abord que ql'opération 3 gauche (resp. & droite) de
GR{(T) laisse invariante chaque o-fibre {resp. B-fibre). Il suffit de montrer que
les orbites sont ouvertes ; si donc y est proche de % dans la méme o-fibre,

B(yn1) = g(y) = o(x) donc x.y_1 est défini et z = x-y_1 aest proche de x.x_1 donc

de TO , il passe donc par z une section lagrangienne A et, puisque X = z.¥, X = Ay

et donc % et vy sont sur la méme orbite.

REMARQUE 1 : La propositiom 1.3 subsiste lorsqu'on ne considére que les sous—-variétés

lagrangiennes obtenues par déformations ekactes de To.
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REMARQUE 2 : T1 résulte de la démonstration que les acticns de % (I') sont tran-—
sitives sur 1'a-fibré pour 1'action & gauche et sur la B-fibre pour l%action a

droite. Il en est de mBme pour Gr(l') si ' est a-connexe.

COROLLAIRE : Les feuilletages définis par les a-fibres et les f-fibres sont sym-
plectiquement orthogonaux.

DEMONSTRATION : Soit u une unité, X un vecteur tangent & 1'a-fibre en u , Y urn

vecteur tangent & la B-fibre en u, si x(t) est une courbe de I avec a(x(e))

et x'{0) = X, la courbe (x(t),x(t),u) est une courbe tracée dans le graphe Y de
vecteur tangent en o (X,X,0) ; de méme si y{t} est une courbe dans la R~fibre avec
y'(0) = ¥, la courbe (y(t),u,y(t)) est ume courbe tracée dans le g?aphe Yo de vecteur
tangent en o (Y,0,Y). Puisque Yo est lagrangien ces deux vecteurs sout symplectiquement
orthogonaux, donc : O0(X,Y) - o{X,0) - 6(0,Y}) = 0 = 0(X,Y). Si maintenant X et Y

sont tangents & l'a-fibre et & la B-fibre en un point x quelconque, on peut les

ramener par l'action d'un élément de % (T) donc en gardant la valeur de 0(X,Y),

en un point de Fo.

Une paire duale [W. 1983] sur une variéré symplectique (M,0) est un couple

de deux applications (Hi t M +—Pi),i=1,2) telles que pour tout x € M,

Ker’IxH1 = (KerTxHZ)G . On a donc prouvé, compte tenu des dimensions.

COROLLAIRE : (&,B) constituent une paire duaie sur I'. Les fonctions sur I constantes
sur les a—flbres (notées O C (F )) et celles constantes sur les B-fibres
{notédes B c” (TO)) commutent. En partlculler si I est a-connexe, arc” T )

(resp. B c” (P }) est le commutateur de B c” (T ) (resp. o (T ..

THEOREME 1.1 Fo est muni naturellement d‘'une structure de Poisson pour lagquelle les
applications o et B sont respectivement des morphisme de Poisson et d'anti-
Poisson {(c'est-a-dire de Poisson lorsgu'on place sur FD la structure

opposée). On note Ao le tenseur de Poisson de FO.

DEMONSTRATION : Si f et g sont deux éléments de o (N , pour toute fonction

h de 8*(Cm(Fo)) on a {f,h} =0 = {g,hl}, donc {{f,g},h}‘= 0 {f,g} est donc constante
d le long des orbites de Eh , le champ bamiltenien associé a h. Mgis ces orbites

déerivent toutes les O-fibres dans un voisinage de ?0 et % (') permet de ramener la

situation générale dans ce voisinage.
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COROLLAIRE : 5i T est G~-connexe, . les orbites de T dans Po constituent le feuille-—

tage symplectique de FD.

On retrouve dans ce cas le théoreme de Pradines (cf. T.4.1)
S8i T n'est pas w~connexe, les orbites de I sont des réunions de feuilles

symplectiques de Fo'

3 * : - >
EXTMPLE : S1i T G est le groupoide cotangent d'un groupe de Lie (cf. I.5 exemple b),
%
la structure de Poisson dont se trouve munie G , qui est l'espace des unités de
x .
T G, est sa structure canonique de dual d'algébre de Lie (structure de Lie-Poisson)

. * * \ ..
et les orbites de T ¢ dans G sont les orbites coadjointes de G.

REMARQUE : Si A est une bissection {(locale) lagrangienne, il existe deux difféo-

morphismes (locaux) ¢R et wr de Fo qui sont des morphismes de Poisson et qui rendent
T
[ o
r
o
o

P=—= FO étant un groupoide symplectique le fibré normal de TO ., M
B .

* - -~
g'identifie canoniquement & T Fo : si X € TF r, =- LXUIT ne dépend que de VX et
o o

commutatifs les diagrammes suivants
Ay
r r - 5
J 8 B o l
wl 1pr
rr - 5 T r
0 o ) >

2. ALGEBROIDES DE LIE D'UN GROUPOIDE SYMPLECTIQUE.

a

définit 1'isomorphisme cherché. I1 est donc naturel dans ce cas de transporter la
* . . .

structure d'algébroide sur T TO. Pour ceci on a besoin du lemme suivant

LEMME : X € #(T) (X est un champ invariant & gauche de T} si ct seulement si

* *
g0 =awod wE Sect(To,T TD).
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*
En particulier si 140 = @ df , £ € Cw(To;R) X est un champ invariant i

gauche.

DEMONSTRATION DU LEMME : Le lemme étant de nature "locale", il suffit de se placer sur

sur un ouvert de la forme 51(U) ot U est un voisinage de u €T, de coordonnées
ocales (x* ..
i L ( )1\<1Sn

. Ll -1 PP *_ 1 .
Si X' est le champ sur «  (U) défini par -1 ;0 = adx et si 1'on prouve
|
| . X
que X' est invariant & gauche, il en résulte que sur U il existe n fonctions a,

n . n .

: * - - - ~ * .
telles que X = X o ai.xl , ce qui équivaut a -1,0 = ¢ w avec w = z aidxl.

1 1
° £SO
Tout revient donc 2 prouver que pour toute fonction £ € C (FO,R), le champ
*
X de hamiltonien oo df est invariant & gauche. Par construction méme
X € (KerTa)0 = KerTRB . I1 ne reste donc qu'a vérifier que TL_.X = X L pour tout
o o

x, ce qui se fait en prenant une bissection lagrangienne locale A passant par X,

Al étant une transformation symplectique, X sera invariant par AZ s1 et seulement

*
si o £ 1l'est ce qui est trivial. La preuve du lemme est compléte.

*
La structure d'algébre de Lie de Sect(FO,T Fo) dont le crochet est noté {,}
s'obtient alors & partir de celle de Al') en posant pour tout couple (w1,w2) de

*
1- forme sur T To , lw,,w,} = w ol

1272
5 *
-1 =0 w
[x,,x,]
| * *
-1, 0 =0 W, , 1,0 =0aw
X1 1 X2 2
. - + P _
De la relation iZk " g 1[X X ]U v 1?% O on déduit la forme explicite du
1 2 1772 2 1
crochet
Flw,,w,} = 1, @'d Faw, + d(O(X,X,))
a {w,,w,} = 1X1c¢ w, Ixza w, 125y

or Ta(Xi) = Ci oll Ci = Ag(mi)

Ceci permet d'écrire

dw

(1) {w,,0,} = 1 din, - 1
1772 2 A#(w)
o 2

+d(1, (waA w,)).
Aﬁﬂﬂ,) 1 Ao 1 %2
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D'autre part le morphisme noté par abus de notation o de vFO dans FO se

*
transforme en le morphisme Aﬁ de T Fo dans TFO.

On a donc prouvé :
A

B

PROPOSITION 2.1 : 5i (T,0) ::::;FO est un groupoide symplectique son algébroide

o

*
de Lie est canoniguement isomorphe au triplet (T TO,A#,{,}) {,} étant le

*
crochet sur les I-formes donné par (!}. Pe plus 4 : Cm(FO,R) - Sect(Fo,T Po)

est un homomorphisme d'algébres de Lie.

La deuxiéme partie de la propositicn résulte immédiatement de la formule (1)

*
qui implique également que Z’Sect(Fd,T To) sous—espace vectoriel des I1-formes

- rd rs - P . 0
fermées est une gsous—algdbre de Lie dont 1'idéal dérivée contient dC (FO,R)-

§ 3 - PREMIERS EXEMPLES.

3.1. Si M est une variété symplectique, la structure de groupoide grossier sur
-M x M donne un premier exemple de groupolde symplectique.,l"0 est la diagonale, et
le crochet de Poisson pour les fonctions Q-invariantes est leur crochet comme
fonctions sur Fo. les O~sections sont les graphes des applications de M dans M.
Dans cet exemple les feuilletages définis par & et B sont transverses.

~

Etant donné un hamiltonien h : M > R, le relévement de son flot a -M x M

est engendré par le hamiltonien H(x,y) = -h(x} + h{y)} de -M x M dans R.

3.2. Considérons maintenant le groupoide fondamental (M) d'une variété symplectique

M. L'application naturelle (qui est un morphisme de groupoides et un revétement)

de {M) dans -M % M fait de (M) un groupolde symplectique.
THEOREME 3.1 : Toute action symplectique sur M d'un groupe de Lie se reléve en une
action sur II{M) fortement hamiltonienne {(c'est-a-dire admettant une appli-

*
cation moment ad —~éguivariante).

REMARQUE : On a le méme résultat pour le groupcide d'homologie HAM) .
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DEMONSTRATION : En fait le groupe des difféomorphismes symplectiques de M, Symp(M),
se reléeve naturellement en un groupe d'actions fortement hamiltonienne  de M.

Soit jinC(M) 1'algébre de Lie des champs de vecteurs localement hamiltoniens de M
congidérée comme algdbre de Lie de Symp(). La représentation adjointe étant donnée

par ©,X Ade Aqu(x) =Tip o X o 61 ol

81 X C inoc(M) il se reléve naturellement en X champ ¢® sur IM). S5i @

. _ _ ®
est la forme symplectique de M, G celle de M), T: I ~-MxM, & =1 (~o,0).
Soit Hy : II,M +~ R la fonction [Y] + j 1,0

Y

* * .
dH=Rf8-a0sif-= 140

ce qui assure que liiﬁ= —dH. X est donc hamiltonien et on associe & l'action na-
turelle de Symp(M) dans (M} lc moment .J : II(M} -+ (Jfloc(M))'
Iyl + Jl¥y]
< J[y],X>» = J 1,0
y 'K

(¥

guverte,

oc(M))' étant, par exemple, le dual de Jfaoc(M) pour la topologie compacte

I1 est immédiat que pour tout ¥ € Symp(M)
*
Jely]) = AdgJd Lyl
L'action est donc fortement hamiltormieme.Si G est un groupe de Lie agissant de fagon

symplectique sur M le résultat se déduit alors de 1'inclusion G < Symp{M).

REMARQUE : Hy : (M) + R est un morphisme de groupoides. La proposition suivante

constitue en quelque sorte une réciproque.

PROPOSITION 3.1 : Seit H : ' >R un hamiltonien sur un groupoide symplectigue T.

Le flot de H est constitué d'automorphismes de groupoldes si et seulement si
U est un homomorphisme modulo les fonctions localement constantes. (C'est—
Ad—dire si la fonction : Kix,¥) = ~H(x.y) + H(x) + H(y) est localement

constante sur Fz).
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DEMONSTRATION : Le flot de E se reléve sur (-I') X T x T en le flot engendré par
K(z,x,y) = ~H(z) + H(x) + H(y). Dire que le flot de H agil par automorphismes de
groupoides c'est direrque son relevé laisse invariant le graphe Y, de la multi-
plication, soit pulsque ce graphe est lagrangien, que K est localement constante

sur Y, .

REMARQUE FZ = U 51(u) % E1(u) T xT. FZ est donc connexe si [' est
er
o

1
g-connexe et Fo connexe. Dans ce cas si le flot de H est constitué d'automorphismes
de groupoide, on peut en modifiant H par 1'addition d'une constante, en faire un

morphisme de groupoldes de I' dans R. Ainsi, modulo les constantes, les hamiltoniens
donnant naissance 3 des automorphismes de groupolde sont les morphismes de groupoldes

de T dans R si ' est a~connexe et To connexe.

Remarquons que pour tout H qui engendre un flot d'automorphismes de grou—
poides, le flot indﬁit sur FO est un flot d'automorphismes de Poisson pour la
structure de Peisson définie sur To mais, en général non hamiltonien ; il est hamil-
tonien si H(x,y) est de la forme d*h(x) - B*h(y), auquel cas le flot de H est le
relévement naturel du flot de Poisson de h sur FO. Réciproquement si H est un moxr-
phisme de groupoldeset si le flot induit sur To est hamiltonien de hamiltonien h ,

H - a*h est comnstant sur les composantes connexes des B—fibres ; en effet si XH est
le champ hamiltonien associé & h, £ le champ hamiltonien de h sur la variété de
Poisson Fo , 11 résulte de ce que le flot de XH est un flot d'automorphisme de I' que

Ta(XH) =0 TB(XH) = ;oB . 81 [ est c-connexe, (H—a*h)(x) = ~h{B(x)) car HIFO =0

* *
ce qui assure que H=0o h - 8 h.

*
3.3. Cotangent d'une variété - Si M est une variété,p : T M + M étant un £ibré vec-

toriel est un groupoide de Lie pour 1'addition dans les fibres. Le graphe de
1'addition est l'ensemble des (Z,%,1) tels que =g + £+ N = 0. C'est donc 1'image
dans —T*M X T*M X T*M du fibré normal de la diagonale & de M3 dans (T*M)3 par
1'applicarion ¥ : (L, &n) + (-%, §n). Le fibré normal de A étant une sous-variété
lagrangienne de (T*M)J et 1'application ¥ étant un isomorphisme symplectique de
('I‘*M)3 sur (-—T*M) X T*M x T*M . le graphe de 1'addition dans T*M est une s0uS—
variété lagrangienne ce qui montre que T*M est canoniquement un groupeide symplec—

tique. La structure de Poisson induite sur M est évidemment triviale.
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De 1'étude:de 3.2 1l résulte qﬁe les hamiltoniens qui conservent cette
structure de groupoide sont ceux qui sont linéaires sur les fibres, i.e. ceux
canonlquement associés aux champs de vecteurs sur M 51 X est un tel champ sur M

: £+ <X,& le hamiltonien sur T M assoclé et X le champ sur T M de hamiltomien
i, X* est le relévement naturel de X & M, i.e. le champ dont le flot est la contra-
grédiente de la différentielle du flot de X. En particulier X* est caractérisé par

*
LA =0, TPX = X, oit A est la forme de Liouville.
X

§ 4 - COTANGENT D'UN GROURQIDE.

o ) . . .
Soit G ::%:;GO un groupoide de Lie ; 1l'objectif de ce paragraphe est

d'exhiber sur TG = I', cotangent de G, une structure de groupoide; distincte de
celle construite en 3.e¢, pour laquelle T, muni de sa structure symplectique sera

un groupoide symplectique et la projection p = T = T*G + G un morphisme de groupolde.
On note p la multiplication dans G, Y” son graphe, 02 1'ensemble des couples com—

* * * *
posables. L'isomorphisme symplectique i de (T G)3 sur (-T G) x T ¢ x T G défini par

Pz, E,m) = (5,&n?
transforme le fibré comormal de Y, dans (T*G)3 en une sous-variété, nécessairement
lagrangienne, vy  de (—T*G * T*G x T*G). Yo munira T*G =T d'une structure de grou-
poide symplectique si et seulement si Y, st le graphe d'une multiplication de
groupoide sur I'. On va donc prouver que Y est un graphe et vérifier ensuite les
axiomes des groupoides pour la loi ainsi définie.

u étant une loi de groupoide, il est immédiat que la lei sur TG, ® ,

définie par

(X,Y) » X & Y = Tp(x ’yo) (X,Y) pour (X,Y) € T(”‘o'yo)cz

est associative. (C'est d'ailleurs une loi de groupolde ).
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. .. * % * .
si (= ,x .y ) € Y, et si (G,E,m) € TzoG x Txoc b TyOG (5,E,n) €7 sict

seulement si

<X 8 Y> = <L, + <,
(*)

pour tout (X,Y) € T(XO’YO)GZ .

Pour expliciter cette condition on pose u, = a(xo) B(yo} et on note s (resp. sB)

une section locale de @ (resp. B) telle que sa(uo) = %, SB(UD) =y, Conme

(X,Y €T G, , (Ta)X = (TR)Y = X, € T, o

(xo,yo) 2 -

I1 existe donc X, € Ker Tax et Y] € Ker TBy tels que
o o

]
[]

Tuoscl(xo) + X

TUOSB(YO) +Y

1

~
t

1

(Sa’SB) est une section de la restriction de I = (a,B) a G2 au—~dessus de la dia-
gonale de Go' Ceci prouve que
= ) +
X,Y) (Tuvsu(xo)’TuOSB(Xo)) (X1,Y1)

et par linéarité de Ty ;

X8 Y= (Tuosa(xo) ] TUOSB(YO)) + (X1 L] Y1).

soit $ 1'application u + Sa(U)‘Sg(U) = 5(u).

Tu SG(XO) @ Tu SB(YO) = Tu S(XO).
o o o

D'autre part X, € Ker To et ¥, € Ker TR ,

X, Y =T K X, +T L Y
1 1 x vy 1 v x

Q o [a] o]

1

La condition (*) équivaut alors aux 3 conditions suivantes

(L,g,m € Y, si et seulement si :
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(i) S*€ = s;E + SB*H

(%) (ii) RS (ClKerT o = E"KerT )
(s} -4 XOG

Q

.. & _
(iii) Lx (glKerT B) a nIKerT B"
o z, Y,

Soit Fz la projection de Y, Pat 1'application (z,&,n) + (§,n). Comme

KerT o ) ImTu §=T G , (i) et (ii) définissent un unique [ si (&,n) € r,
0 o o

I1 en résulte que Y, est le graphe d'une applicaticn de FZ dans T''que l'on note

(£,n) ++E ® 1 par abus de notation,

De méme si (g,n) appartient & la projection de Ym sur G X G, il existe un

unique £ tel que t = £ & n puisque Im'I.'u Sy ] KerTx o = Tx G. On peut dounc
o o o

"simplifier 2 droite™ et de mfme 4 gauche. En particulier il existe un ynigue
é1ément noté ar(g) (resp. Bp(g)) tel que £ @ ar(E) = § (resp. BP(E) @£ =2E).
Compte tenu des formules (**) en prenant (SG’SB= i) (resp. Sq = iR SB) ol j est
1'inclusion de G dans G, on montre que ar(g) (resp. BT(E)) est définie par

¥

ar(E)IKerTUOB = XO(E|KerTXOB

)

* y = a(x)
uF(E) € UuOGO o u0 = alx

*
Br(g)[KerT o - Rx ElKerT o
Vo o] XO

* ™ —
BT(E) € vvoéo ot Blx ) = v,

*
pour tout f € Tx G.
o
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*
Par construction méme de la loi ® sur ' = T G £ ® n est définie si et

seulement si 1l'application (X,¥) * <E,X> + <1,¥> se factorie a travers Tuy. £ @ 1

sera done défini si et seulement si Tu(X,Y) =X ® ¥ = 0 implique <E,X> + <n,¥> = O.

D'une part (X,Y) € T(X Ta(X) X, = TR(Y). D'autre part axy) = oly) et

G,,
¥, 2

0 To(Y)}=0=TBR(X). Il existe donc X1 3 KerTu 8
o

B(xy) = B(x) impliquent que si X & Y

t € K = = . i = = i
e Y1 er Tuoa tels que X RXDK Y LyOY1 Mais Ta(xi) Xo TB(YT) ce qui

entraine que Xo = X1 + Y1.
. - B ) E * G
Ainsi uF(E) - 11(T] VUO

<ap(f) - Bp(n),X,> = <E,X> + <0, ¥>.
51 X @& Y = 0.

Il résulte de ce calcul que F2 = {(E,n)lar(E) = Br(“)} . Comme aF(E & n = ur(n)

BF(E @ n) = BF(E), 1'associativité de la loi ® sur TG entraine l'associativité de
*
la loi ® de I' =T G.

O

*
——— - - . . . . .
I T3 v G0 sera un groupoide si 1'on sait construire 1'inversion in s I'»T

L'application des formules (**) a £ 8 n = BT(E) fournit la sclution ir(g) = —tTi(E)

si i est 1'inversion dans G.

Le reste de la vérification que I' est un groupoide de Lie est trivial.

On peut donc énoncer
- * + .
THEOREME 4.1 : Si G I G0 est un groupoide, T G est muni canoniguement d'une

structure de groupoide symplectigue de 2-forme la différentielle de la

*
forme de Liocuville A et d'unités Vv GO fibré conormal de GO dans G.
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*
Par ailleurs.p : T G * G est comme cetangent un groupoide symplectique de
2-forme d% pour 1'addition dans les fibres. Afin de préciser les relations qui
- - * * . ) -
existent entre les deux structures de groupoides (T G,8} et (T G.+) on iatroduit

la noticn suivante diie 4 C. Ehresmann [ E ].

DEFINITION 4.1 : Un groupoide double est une variété T munie de deux structures de

groupoides de Lie, de loi Qi, d'applications socurce et but oy et Bi .

d'unité Tz (i =1,2) telles que

(L) oy et 81 {resp. oy et Bz )} sont des morphismes (i.e. foncteurs)

de (F,Gz) vers (r,ez) (resp- de,(F,$1) vers (T,61))

(ii} Axiome de permutabilité : si les composés (x 01 y) 9, (z 8, t)
et (x 02 z) 91 (y 02 t) sont définis, ils sont égaux.

* *
Par construction méme p : T G + G est un foncteur de (T G,®) dans (G,.}.
D'autre part sur la définition de op et BT , il est clair que Op et Br sont des

*
applications linédaires de T G dans Vv Go.

. *
La seule chose 2 vérifier est donc la permutabilité. Soit donc Ei € Tx G
o

* . .
Ny € TYOG (i = 1,2) tels que (51 B n1) + (Ez ® n2) et (§1 + 5,1 @ (n1 + nz) soient

définis. Alors x5y, = 2, est défini et en posant Ci = Ei L] n; , on a par linéarité

* * *
S (g, +L,) =s (E + &) + s,(n, +1n,) on vérifie, de méme, les
1 2 o 71 2 g1 2

autres conditions (¥*) ce gqui achéve la démonstration.

*
COROLLAIRE : (T = T G,d)\) muni d‘une part de 1'addition dans les fibres et d'autre

part de la loi @ est un grouypoide double.

REMARQUE : Si l'on applique la construction du cotangent d'un groupoide au groupolde
TX, on passe par l'intermédiaire de (TTX,®) et TTK muni de 1'addition dans les fibres
de TTX - TX et de la loi @ , qui est la deuxiime structure de fibré vectoriel de TTX,
est un groupoide double. La notion de groupoide double est d la base d'un travail de

Mikami et Weinstein [M. -W.].
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* ] r) * -
Si ' =T G, .l'espace de ses unités v G, est munie d'une structure de

* .
Poisson.. Cm(U GO,R) est donc une algébre de Lie donc Sect(Go,‘UGo) est un sous-—

espace vectoriel. D'autre part vGa g G0 porte la structure d'algébroide de Lie

de G; En particulier Sect(Go,vGo) est une algébre de Lie.

PROPOSITION 4.1 : Sect(G_,VG ) est une sous-algdbre de Lie de C (v G R).

DEMONSTRATION : Pour tout X € Sect(Gd,vGo) solt Xg le champ invariant & gauche sur G
canoniquement associé (cf, I1.4). La structure d'algébre de Lie de Sect(GD,vGo) est

définie par [X,Y]E = [Xg,YR]. Soit X : £ =+ <H(p(&)),5> 1'image de X dans Cm(vGO,RJ.

*
Si pour tout £ € T G on note p{£) = x, de 1l'invariance 3 gauche de XE il résulte

que
a0, 8 = <Pk, TL;(E|KETT )>
B
= Ma6)), o (0>
= u;x(g).

*
Seit XF le relévement naturel sur T G du champ X2 (cf. 3.3). XP a4 pour hamiltonien

Fr . .
aFX(E) compte tenu du-calcul précédent.

Par définition de la structure de Poisson de vGO,

A~ kS F- e
{X,Y}(ar(g)) = {aT X, uFY}(E;)

soit {?{','f}(ar(g)) = (K, YD (8)

Comme ﬁfoA.= 0= if}rk

X, Y} (e, (8)) = <, [¥p, Yp 1> (E)
Les champs Xr et YF étant projetablag par p

X ) = <x*v4,6 .

Mais par définition du crochet dans Sect(Go,vGo)

<xb v, = <Ix V1N B = <X YD 0p(E)> .
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11 en résulte que {X,Y} = [X,?] ce qu'il fallait prouver.

DEFINITION 4.2 . Structure de Lie Poisson

*
"gi E -+ M est un fibré vectoriel sur M, dual de E + M, une structure de Lie.
* .
Poizson sur E est une structure de Poisson pour laquelle Sect (M,E} est une
oo %
sous-algébre de Lie de € (E ,R).

Sect (M,E) est alors une algtbre de Lie locale au sens de Kirillov.

La proposition 4.1 peut se reformuler ainsi

% .
PROPOSITION 4.2 : si G = GO est un groupoide de Lie, - V G0 * Go est canoniquement
muni d'une structure de Lie-Poisson induisant sur Sect(Go,vGo) la structure

d'algébre de Lie associde & 1'algébroide de Lie de G.

CAS PARTICULIER : Si G est um groupe de Lie G  est réduit i 1'identité et TO =G

*
dual de 1'algébre de Lie G de G. On vérifie que si EE€ TG ,
& - B

gyt

ap(8) =€ L =L (8

*

g &

- .~
Br(E) - £ R, = R (D)

It
yrr d

* - .
I = T G est un groupoide G-connexe si G est connexe et dans ce cas les orbites de T
* )
dans I'yv= G sont les orbites de la représentation coadjointe. La structure induite
¥ . " - . e
sur G est sa siructure canonique de variété de Poisson pour laquelle G s'identifie

* - - - 0 - -
3 une scus—algébre de Lie de c? (G ,R). Ceci justifie ia définition sulvante :

DEFINITION 4.3 : si G e G0 est un groupoide O-connexe, on appelle orbites de la

* *
représentation co-adjointe de G les orbites dans V G0 du groupoide (T G,®)

§ 5 - AUTRES EXEMPLES.

1 - G= G est un fibré en groupes au-dessus de Go-c'est un groupolide.

* . A .
TG a pour unités v G_ £ibré (en duaux d'algdbres de Lie) dual du fibré vertical
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o = B et l'isotropie en un point X, est isomorphe au groupe GX bl Tx,GO ol G,
o o o
est le groupe d'isotropie de G en x .

2 - Groupoide de jauge. Soit E + M un G-fibré principal, # gon groupoide de jauge,

(I.5 ¢) et £ * M sur algébroide de Lie transitif (I.4). Le groupeide cotangent
* *
T3 a pour unités Vv J?; qui est le dual de £. Se donner une G-connexion sur

E + M, c'est se donner une scission y de la suite exacte de fibrés sur M :

0~ EE) + € T M + 0
Y

oll E(E) est le fibré en algtbresde Lie canoniquement associé. E(G) est encore le

fibré associé a E(G) de fibre type G pour la représentation coadjointe,

tY fournit un isomorphisme de E* avec le produit Eibré T*M XHE(E%) qui se
trouve ainsi muni d'une structure de Poisson dont Tf%a est une réalisation stricte.
A chaque orbite de la coadjointe de G est associde une feuille symplectique de E*
qui est 1'espace des phases d'une particule dans le champ de Yang et Mills défini

par la connexion de E + M domnée. [cf. W. 1978].

*
3 - 8i G est un groupe opérant sur M et T le groupoide G X M {ef. 1.5-b), T T
*
groupoide cotangent de I a pour ensemble d'unités G * M muni de la structure de
x
Poisson produit semi-direct de la structure de Poisson de G par la structure

triviale de M; [W. 1987 bl.

4 - Si % est un feuilletape régulier sur une variété M, #ol(%¥ le groupoide d'holo-
nomie de % Le groupoide cotangent I = Tﬁfbl&?? a pour unitésgr* espace cotangent
au feuilistage qui se trouve ainsi muni d'une structure de variété de Poisson doht
on vérifie aisément que c'est la structure de Poisson considérée dans [Lic. 1982]
obtenu en considérant la réduction symplectique T*M —*57* qui est une fibration

isotrope symplectiquement compléte 4% fibre un espace numérique.

5 - % étant toujours un feuilletage régulier sur M, Hol(F son groupoide d'holo-
nomie, wv& le [ibré mormal de %, on peut définir le produit semi-direct G du

groupoide ol(F par le groupoide vectoriel Il : vF+ M

WFr G = HollF).
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G est le produit fibré sur M.de & : HolI(% - M par T : vF-+ M et si
(gi,xi) €6 (i =1,2) le produit (g1,X1)(gZ,X2) n'est défini que si g8, 1'est
et alors (g1,X1)(g2,X2) = (g1g2,g£TX1'+ X2) oy . 1'on note gX.i'action naturelle de

Hol(F sur VF (alg) = M(X)).

G a pour espace d'unités Go =Met I = T*G a pour espace .-d'unités
V*Go =57*XM v*gF produit fibré sur M deéF* par vﬁ?ﬂ v*Go est ainsi muni d"une
structure de Poisscon qui se projette sur la structure de Poisson dejF* construite
dans l'exemple 4 dont les feuilles sont les cotangents des feuilles de %. Si § est

- * * - - - » .
la feuille de (Eo,no) EEF% X vxé? , w: le groupe d'holonomie infinitésimale de
(5] o [¢]

— * Ll
la feuille Fx de # passant par X,» S est un revétement de T Fx de fibre wx .n
o o o

0

ensemble des images de no par lé .groupe d'holonomie infinitésimale de X,
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CHAPITRE 11l

Troisitme théoréme de Lie local pour les variétés de Poisson

§ 1. REALISATIONS SYMPLECTIQUES

DEFINITION 1.1 : Une réalisation symplectique d’une varidté de Poisson (r,A)

est la donnée d'une varidtéd symplectigue (M,d) et d'un morphisme de
Poisson £ : (M,0) > (P,A\) . La réalisation est pleine si f est une

submersion surjective ;

Une réalisatjon stricte est un couple formé d'une réalisation

pleine £ : M + P et d'une section lagrangienne globale s de £,

Si (f,s) est une réalisation stricte, on identifie par s, P a4 une sous-—

variété lagrangienne de M.

on sait [W. 1983] que si (P,A) est unc variété de Poisson, tout point
X € P posside un voisinage qui admet une réalisation stricte. L'objectif de ce
paragraphe est de prouver que toute variété de Poisson séparée posséde une réali-

sation séparée stricte qui est un groupoide local {(symplectique) au sens de Van Est.

. . a P u - . . . .
Dans ce gui suit '—s TO désigne systématiquement une réalisation stricte
de la variété de Poissom (TO,AO), To étant une sous variété lagrangienne de T .

TD sera toujours supposée séparée et paracompacte.

LEMME 7 : si oo : T + T, est une réalisation symplectigue stricte, il existc un
voisinage ouvert U de To et une submersion surjective § de U sur Fo tels
que

(i) ¥ x € FO , 51(x) et 31(x) sont connexes.

(ii) Les o-fibres et les P-fibres sont symplectiguement orthogonales.

En particulier B : U = =T (ot -T | désigne Fo muni de la structure de
Poisson opposée) est une réalisation symplectique stricte. o et P forment une paire

duale au sens de [W. 1983]
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DEMONSTRATION : « étant .une submersion de Poisson, 1'orthogonal symplectique
@’ du feuilletage défini par o est un feuilletage régulier qui Fd étant lagran-—
glenne, est transverse 2 Fa'

L'étape principale de la démonstration est le lemme suivant dont la preuve

repose sur une idée de Godement [G] chapitre IL.3.

LEMME 2 : Soit M une variété (pas forcément séparée) N une sous-variété séparde

paracompacte de M et ¥ un feuilletage de M tel que pour tout x € N
TxN 057; = TXM. I1 existe alors un voisinage ouvert UD de N et une
submersion B : UO-+N telle gque pour tout x € N Je feuilletage induit sur Uo
ait pourfeuille B (X).
DEMONSTRATION : N étant une sous-variété de M transverse 2%, on peut pour tout
X @ N trouver un voisinage ouvert VX de x dans N et un ouvert distingué U, de x
dans M tels que

(1) v, NN=V
(II)J;; a pour feuilles les contre images d'une submersion
b4

B de U_ sur V_.
x x x

N étant paracompacte puisque séparée, il existe un recouvrement ouvert
localement fini plus fimn (vi)i €1 de N et une famille (Ui)i €1 d'ouverts distingués

tels que 1'on ait (I) er (II). Soit Bi DU, >V la submersion associée et

UO={xEU ”i' six €U, U, s.l(x)=8j(x)}.
i€l

U, contenant N,tout revient a prouver que U, est un voisinage de N. 8i x € N, X

n'appartient qu'a un nombre fini (Vj)1

d'ouverts du recouvrement (Vi)i

sisk €1

NV, étant un voisinage ouvert de x , om peut trouver unm voisinage ouvert
J 1

W c ? Vj et un ouvert distingué CW% tels que QZK et Wx vérifiant (I} et (II),
X
o o o o

4  étant contenu dans 9 Uj.qui est un voisinage de x_ dans M. Si pour tout
x
°
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x € ijx on note qu la plaque de .@J?{x contenant x etgﬂi, la plaque deg}'[
o o

Y

contenant x, ¢X C;?i . Il en résulte que les Bj colncident sur @& et donc
' o

X o C.Q.F.D.

FIN DE LA DEMONSTRATION DU LEMME 1 : Soit Uo le voisinage fourni par le lenme 2

pour le feuilletage o et B : u, - Fo. Soit U le sous—ensemble des x qui appar—+

tiennent i la fois aux feuilles de o(x) et B(x) pour, respectivement, les feuille-

tages induits par o et B ; il est clair que U est un voisinage ouvert de T, ce qui
achéve la démonstration.

THEOREME 1.1 : Action symplectique naturelle d'une réalisation stricte sur ume

réalisation : Soit o : T = FU une réalisation stricte et J : M +'TO une réali-
sation {gquelcongue de Fo' Il existe une immersion lagrangienne unique

Y : M xMxT , maximale parmi les Immersions lagrangiennes contenues dans
K

]

{{q,p,x) |J{q) = a(x)} et contenant comme scus—variété (fermde si l"o
est fermée dans T') I = {(p,p,u)|J(p) =u € Fo 1.
De plus si on restreint o & l'ouvert U fourni par le lemme 1,

B(x) = J(p) si {g,p,x) € Yy N {(-¥ xMx U).

DEMONSTRATION : Soit $: -M x M x [ + —To x Fo le morphisme de Poisson
(q,p,x) * {J(q),a(x)). K étant 1'image réciproque de la diagomale de -T_*T

par S qui lui est transverse (puisque o est pleine) est une sous-variéré fermée

de -M x M x ['. Par construction, pour tout z € K, l'espace conormal a K en z

ug K est l'ensemble des - J*m + u*w pour [ € T;(x) FO. Il en résulte que 1'ortho-
gonal symplectique de TzK est contenu dans TZK. K est donc une sous-variété colso-
trope fermée de -M x M x T dont le feuilletage caractéristique & est engendré par les
flots des hamiltonient (a*h - J*h | h E'Cm(FO;R). Ces flots sont de la forme

J N oL *
(q,p.x) + (wt(q),p,m%(x)) oll @, (resp. wt) est le flot de J h sur (M,0) (resp.

o'k sur I'). De plus si @, est le flot sur (TO,AO) du hamiltonien h
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a..u

0P, =@ . 00
J _

I o, =@ © J

Soit L la sous variété lagrangienme A X To de -M X M X I' constituée des

points {p,p,u) ol u € Fo' I = L. K est donc une sous-variété isotrope (fermée si

n
FO est fermée dans ') de K. Il est immédiat que pour tout z, € I 1 1 r\ﬁi = {o}
o o
et que T IL+g = '1‘z K. On peut donc appliquer la méthode des caractéristiques
o o o

(cf. Appeudice 3) : pour tout z, € I soit Fz' la feuille de # passans par z, et y
o
la somme disjointe b F : il existe sur 'y une structure de variété telle
z €1 o
o
que (I} I est une sous—variété de y

(I1) 1'application canonique 1L Fz =+v 3+ -MxMxT (qui envoie ¥y
z, £l 8]

dans K} est une immersion lagrangienne connexe, maximale parmi les

immersions lagrangienmes connexes contenues dans K et contenant I.

8i (q,p,x) € Y il existe par construction u € Fo et k fonctions h; € Cm(TO,BJ

) J P . . *
tels que si Gﬁa; ¢ ) désignent par abus de notation les produits des flots o hi et

*
J hi respectivement, pris dans le mE€me ordre,
o J
A= (w) q=uw (p)

Par construction méme J{q} = a(x) J(p) = u. Si, de plus, on.se restreint
au voisinage U de To fourni par le lemme 1, B(x) = u = J(p). ULa démonstration du
théoreme 11 est achevée.

Si I -2y FO est stricte on peut appliquer la construction précédente au

cas J = @ : ceci va fournir la structure de groupoide local sur un voisinage de PO.

.

La définition suivante est due & Van Est

DEFINITION 1.2 : [V.E. 1984] : Un groupoide (différentiel) Ilocal est une variéte G

M

munie de deux submersions o et @ sur une sous-variété géparée Go, d'un

40
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difféomorphisme de G dans G x + x—T'quelé inversion, d'une multiplication
notéde (x,y) + %.y gui est une application différentiable d’ﬁn voisinage
ouvert Gm de Gd dans G2 = {(x,y)|a(x) = B(y)}'vérifiant les axiomes (Id)
et (Inv)des groupoides et telles gque
=1

(r) six.yest défini, y-]x est défini et est l'inversc de =x.¥

(II) Associativité locale si x.y,y.z et x.(y.z) sont définis,

(x.y¥).z est défini et égal a x.(y.z).

Un groupoide local est symplectique si G est unme variété symplectique et

si le graphe de la multiplication est une sous—variété lagrangienne de -G X G * G.

On notera que si Gm = G2 G est un groupocide.

Si 1'on applique le théoréme 1.1 au couple (a,a) on obtient une immersion
lagrangienne Yo dans -T X T x T, dont .l'image est contenue dans la variété
coisotrope : KOt ='{(z,y,x)|a(z)'= a(x)} et s'appuyant sur la sous—variété

L = {ty,y,w) |aty) = u) .

Dorénavant on se restreint au veoisinage de To fourni par le lemme 1, que par abus

de notation 1l'on mote T'. Y est contenu dans K,  Kp ol KB = {(z,y,x)|B(2) = B(y)}].

Un raisomnement analogue 3 celui conduisant au théoréme 1.1 permet de
montrer que KOL n KB est une sous-variété soisotrope de ~I' X T x I dont le feuille-
tage caractéristique est‘ga +_9% oﬁiga est engendré par les flots des hamiltoniens
(z,¥,%) +;—h(a(z)) + hia(x)) et 8 par :eux de h(B(z)) - h(B(x)). (On note ¢d le
flot de & h sur (I',0) et ¢B celui de -f h sur (I',o0))}. Enfin Io = {(u,u.u)lu € Fo}
est une sous—variéré isotrope de Ku n K8 transverse au feuilletage gz’+.gé . La
méthode des caractéristiques fournit aleors une unique immersion lagrangienne

maximale YuB contenant I0 et contenue dans Kd n KS .
On note Tz ='{(y,x)|u(y) = B(x)}.

LEMME 3 : est un graphe de T2 dans I' .

Taf
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DEMONSTRATION : Soit p : T x I X T+ T X T (z,y,x) > (y,x). p envoie vy 4 sur
une partie UuB de F2 . Tout révient a prouver que p(z,y,x) = p(z1,y,x) entraine

que z = z,.

Cette propriété (qui distingue Y, de Y.) va résulter de la commutation
o o

des flots des hamiltoniens définissant %, et 5% et de la définition de Yop *

si (z,y,x) euYaB il existe un produit de flots hamiltoniens ¢a (resp. de

flots ¢B) tels que
otz = 05%w) = s%Pw
¢B(x).

y= P x

ce qui implique que z = ¢a(y}

De méme, avec des notations évidentes, si (Z,y,x) € YR
{ y = ¢$(u1) x = ¢?(u1)
2= 760 = #fy)
comme o(y) = u = ug o,z ¢§(x) = ¢E(¢a(u)) = ¢a(y) et donc z = z,.

C.Q.F.D.

Il est immédiat que P : YUB + FZ est une submersiom, ce qui Implique gque

UGB est ouvert dans F2, et donc que YGB est une sous—variété (lagrangienne) de
=T x I xI.

Or Ia = {(x,u,x)la(x) = ut . Comme I' est o—connexe, il existe un produit de
flots ¢u tels que x = ¢a(u) ce qui implique que Ia < YGB et par maximalité de Yo,

que Yo < Y,

NOTATION : Si (z,y,x) € Yo ©O écrira dorénavant z = y.x 81 y.x = FERE

yyex = ¢?(x) = ¢?(¢a(u)) = ¢a(y1) or y.x = ¢a(y). 4% étant un difféomorphisme

¥ =¥y On peﬁt donc simplifier & gauche et, de méme, & droite. Comme y.aly) =y
(resp. B(y).¥y = ¥}, 1a reiation y.x =y {resp. xy = y) entraine que x = a(y)

(resp. x = B(y)) .
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o N P .
Pour prouver .que . [ ==} TO posséde un voisinage de Po qul est un grou-

poide local il reste & vérifier 1'associativité et & construire un voisinage ouvert

de FO dans I muni d'une inversiom.

Comme YaB est le graphe d'une application d'un voisinage cuvert UGB de Fo

dans T A désignant la diagonale de ' x T, (x1,x2,x3)—$ x1.(x2x3) a poﬁr graphe

2 L)
1'image dans -T x [ x T x [' de

Y()(BXYGB“_FXFXAXFXP

par 1'application (z XI,X,X,XZ,XB) - (z,x1[x2,x3) gous—-variété lagrangienne contenue

dans
K, = 10z,x,5,,x ) {a(2) = alxy),B(2) = Bx),B0x) = alep]

s'appuyant sur {(u,u,u,u){LnCTO} .

tandis que (x1,x2,x3}+(x1.x2).x3 a pour graphe une sous-variété lagrangienne

de -I' X I' x T X T contenu dans K2 constitué des (Z,x1,x2,x3) tels que

alz) = al(x,}) Blz) = B(x,))
(%) 3 1
a(xlxz) = ot(xz) B(x1x2) = B(x1)

et s'appuyant sur {(u,u,u)|u € PO}.

Des relations (%) on déduit que K, = K, et donc que K; = K,. Les deux sous~
variétés lagrangiemnes coincident ce qui assure .que St x1.(x2.x3) est défini, ainsi
que (x1.x2) . ((x1.x2),x3) projection de x1.(x2.x3) sur T, % I' a pour image

_ . ' PP
x!'(XZ'X3) = (x‘.xz).x3 ce qui prouve l'associativité locale.

Enfin de ce que l'on peut simplifier 3 gauche il résulte que —FO xT'xT

—TO x I =T n YGB se projette par {z,y,x) + (y,x) en le graphe d'une application
d'un voisinage de T dans T a valeurs dans T, x + y1(x) telle que y1(x).x = plx).
Il existe de méme un voisinage de T, sur lequel est défini x -+ yz(x) tel que
x.yz(x) = n(x%). Sur 1'intersecticn y, et y, sont définis et 1'associativité locale

entraine que ¥y = Yo On a donc exhibé un voisinage U0 de TO dans T sur lequel
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PP - 2 N eps_x s . .
est défini : x * x 1( Comme £°(x) = x dés que fz(x) est défini, il existe un voi-

sinage U de Po dans I' tel que x -+ 3—1 soilt un difféomorphisme de U. .Si
u, = {(y,x)ld(y) = B(x)}, T, est un voisinage ouvert de Fo dans I'. si (y,x) € Uy ﬂUaB
il résulte de 1'associativité locale que y-](y.x) est défini et vaut x ce qui &

son tour entraine gque (x_Jy*1){y-X)z alx).

Le couple (U,Um =U ) est 'donc un groupoIde local symplectique.

2n[h3

Nous avons démontré :

THEOREME 1.2 : Si o : [ —+ Po est une réalisation symplectigue stricte, il existe
un volsinage de To dans T, U muni canoniguement d'une structure de grou-

poide symplectigue local pour laguelle U —E—y FO est 1'application source.

Cette structure est cancnique au sens suivant : si V est un autre voisinage
ouvert de TO myni. d'une structure de groupoide local pour laquelle v -2, Fo est
1'application source, il existe un voisinage ocuvert de To, W UNV sur lequel

U et V induisant la méme structure de groupoide local.

Ceci va résulter de la proposition suivante appliquée a.1%application

identique de V NN U muni de la structure induite par U, dans V :

. B.
PROPOSITION 1.1 : Si T *——l? To {1 = 1,2) sont deux groupoides (locaux) sym-
o '
i

. A , 2 .
plectigues de méme base FO et si I : F1 + I'" est un morphisme symplec-

tigue, laissant invariant FO , tel gue uz . £ = a1 , £ est un morphisme
de groupoides (locaux)}. De plus I est cancniquement déterminé sur la com-

posante O-connexe de F1.

DEMONSTRATION : Il faut prouver que si y.x est défini dans T1 fly).£(x) 1l'est
dans T? et vaut fly.z).

- +
NOTATION : Pour tout h € cm(ro,m) on notera It (h,u),t (h,u)l
- % * :
fresp. 1 t (a h,x),t+(a h,x,[) 1'intervalle de définition en u (resp. x} du flot

*
du hamiltonien de h { resp. a h).
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Avec cette notation, ., o f = &y et le fait que f soit un morphisme

2

symplectique entrainent que

£ (@,h, £G0) & £ g < e @l ¢ Pl feo).

I1 en résulte que si (y,x) € Yop, » EGLIGD €y o etfly.x) = £/,
271 272

bt

Si F12 désigne la composante O~connexe de Tl , tout x € T12 s'éerit x = ¢ ~(u).

Comme f est un morphisme symplectique induisant 1'identité sur FO ,

% X . e
(u}. Ce qui assure que f est canoniquement déterminde sur F12

%y
fix) = f(¢ ()= ¢

. .. 1
qui est un voisinage ouvert de To dans T .

DEFINITION 1.3 : Une paire dvale stricte (o,P) connexe T ::E:g FD , FO c ' est une

o

paire duale (0,B) telle que
(r) o : I =+ Fo B:T > —To sont des réaligsations strictes
formant une paire duale.

(II) ¥ x € Po ET(K) et Ei(x) sont connexes.

Tout groupoide symplectique O~connexe est une paire duale stricte {(o,B)-

connexe. De plus si ' —== Fo est un groupolde symplectique les champs de hamil-
o

13 * - - - 4 13 -
toniens @ h sont des champs invariants & gauche sur T et en particulier si u € Po
des champs invariants & gauche sur le fibré, principal pour 1'action & gauche de

Tu = &1(u) n él(u) , B : &T(u) +’Su ol Su est l'orbite de u par T' . [IL.2. Lemume]

I1 est alors classique [Lic. 1955] que, avec les notations introduites plus haut,

%
t (o h,x)

t* (h,a(x))

) £ (h, a(x)) = t (o h,x)

En fait les conditions (*) caractérisent parmi les paires duales strictes

les groupoldes
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o
PROPOSITION 1.2 : Si T 27??15 est une paire duale stricte (a,B) connexe, T ast
un groupoide. symplectique ssi ' vérifie les conditions (*) et cette struc-

ture est canonigue.

DEMONSTRATION : Le caractére canonique de la structure résulte de la proposition 1.1.
Tout revient & prouver que si T vérifie (¥), T est un groupoide symplectique ce qui
4 son tour revient 3 prouver avec les notations introduites dans la démonstration du

théoréme 1.2 que UGB = PZ ; Comme T' est {a,B) comnexe, toutr {y,x) € FZ s'éerit

(v = ¢B(u) , X = ¢a(u))_ Mais compte tenu de (%), ¢B(x) et ¢*(y) sont définis et
donc colncident ce qui implique que (¢a(y),y,x) € YGB. Alnsi UGB = F2 , ce gqu'il

fallait démontrer.

Dans les problémes d'atteignabilité pour un feuilletage (de Stefan) on
peut toujours remplacer 1'algébre de Lie compléte % de champs de vacteurs définissant
le feuilletage par la sous-algébre de Lie gb des champs & supports compacts (cf. I.4)
ce qui a 1'avantage de n'utiliser que des champs complets. On peut donc dans 1'énoncé
des conditions (*) de la proposition 1.2 se limiter aux fonctions h sur FO a support
compact, pour lesqueles les conditioms (%) signifient simplement que pour tout h 2
support compact le champ de hamiltonien a*h est complet. Une réalisation symplec—
tique o : T =+ Fo pour laquelle cette propriété est réalisé est appelée compléte
par Karasev (Ka. 1986). Ceci conduit 2 la version équivalente de 1.2 :

B
PROPOSITION 1.2' : 5i [ —3% Fo est une paire duale stricte (0.,8) connexe T est

o]

un groupoide symplectique ssi o @ [ -+ Fo est une réalisation compléte au

sens de Karasev. De plus cette structure est cancnique.

La proposition 1.1 s'interpréte en disant que 1l'identité de FO se reléve de

. - 1 . -y .
facon unique au volsinage de FO dans T en un morphisme de groupolde symplectique.

Inversement si f : r! o r? est un morphisme de groupoldes symplectiques

. 2 N
il induit un morphisme de Poisson fo de T; dans To' On peut se demander a quelle

. . 1 2 .
condition on peut relever un morphisme de Poisson de FO dans TO en un morphisme de
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groupoides symplectiques. Or va veir qu'en fait cette situatiom est trés rigide
ce qui , pour partie, traduit le fait bien connu qu’un morphisme fo de variédtés

ne s'étend en un morphisme des fibrés cotangents le relevant, qﬁe si fo est ﬁn

difféomorphisme ; il suffit pour s'en convaincre de considérer les cotangents T1

et F2 de deux groupoides T; et Fg.

THEOREME 1.3 : Soit T'' :::ég T; deux groupoides locaux symplectiques -~ que 1'on

o=
1

. . 1 2 .
peut toujours supposer a, et Bi connexes. Soit fo : TO *~Fo un morphisme

de Puisson et Ka = {(xz,x1)|(u2(xéla1(x1)) € GO} (resp.
_ c | .
KB {(xz,x1)l(82 (XZJ’BI (x1)) Go) ot Go ast le graphe _de fo. Il existe une
unique immersion lagrangienne maximale Ga contenant G0 et contenue dans Ka‘
Ga est dgalement contenue dans K8 et Gu est un groupcoide local d'espace
d'unités .
Si GOL est un graphe d'un voisinage ouvert de Fl dans F1,
nécessairement F1 et Fz sont de méme dimension et f0 est un difféomorphisme
1 2
local de T dans T7.
o o

. R 2 . ,
Si fo est un difféomorphisme de Poisson de Fl sur FO, il existe un

morphisme unigque de groupoides locaux symplectiques de T1 dans Fz relevant

t .
o
;B
COROLLAIRE : 8i [" ——» To sont deux groupoides symplectiques ai—connexes de
%
méme dimension, si fo B Fl-——ﬁ Fi est un diffdomorphisme de Poisson de F;

2

sur PO, et si pour tout x € Fl - &:@d est simplement connexe, 11 existe un
unigue morphisme de groupoides symplectiques f qui reléve fo' De plus
f : F1 + F2 est un difféomorphisme local.

En particulier si T2 est uz—simplement connexe, f{ est un isomor-—

phisme.
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Ce corollaire peut se traduire en disant que si FO posséde une réalisation
stricte I' qui est G-simplement connexe, I' est unique & iscmorphisme de groupoides
symplectiques prés, analogue pour les algdbres de Lie de dimension infinie du

résultat bien connu reliant algébres et groupes de Lie de dimension finie.

DEMONSTRATION : Ka étant colsotrope et G0 c Kd la méthode des caractéristiques
permet de construire Ga . Corme (ai,Bi) est une paire duale les caractéristiques
de Ka issues de G, = Ka n KB sont contenues dans KB . 51 GB est l'unique immersion

lagrangienne associée au couple (Go’KB) et la : Ga - F2 x —F1 , ONn pose

=1 _ -

i, GB = GuB' GaB est ug voisinage ouvert de Go. On va se contenter de prouver que

1'on peut munir Gu d'une loi de produit local faisant de iu un homomorphisme.

Comme Gu = 1L ¢ o Fg est la caractéristique de Ka issue de z, on définit
€

2z G
o

oo Gu - G0 par a(FS) = ». Comme le feuilletape défini par les caractéristiques de

=B

K ,% "~ , est transverse & G, on peut (Lemme 1) réduire GaB 4 un volsinage ouvert

B

de Go sur lequel SFB est défini par une submersion B et on peut imposer que

o] . . o
Guﬁ :E: G0 soit o et B—connexe. Alors si (yz,y1) et (XZ,X1) € Fz 0 GOLB
et si existent y,.x; et y,.x, ((i.e. (yz,xz) € Ui g et (y1,X1) € U; g avec
272 171
les notations du théoréme 1.1}
&, o,
Yq-Ky = ¢ (y2) Yy-%¥y = ¢ (Y1)
o o

1

ol1 Xy = 0] 2(fo(u)) > X < ¢ (w u € Fo (fo(u),u) = z puisque (xz,x1) € Gd .

(12 o

* *
¢ T et ¢ 1 stant respectivement des produits de flots de hamiltoniens azh L0

f*h
1o

h € Cw(Fi,R) pris dans le méme ordre.

o
. ~ ~ 2 - .
On peut écrire de méme 7y, = ¢ (fo(v))y1 =% 1(v) puisque (yz,y1) € G-

By 2o
, =9 8 T N

"
]

Tout ceci assure gue Yo

ypxg = 0§ ()

ce gqui implique que (yz.xz,Y1_x1) € G-
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La deuxiéme partie du théoréme résulte de ce que la dimension de Ga est

n, + 1, d'une part, et de ce que p, : F2 x . F1 induit une application

1

py : G Ty telle que Fg ;o 2 = (fo(u),u), se projette sur la partie de a11(u)
*
obtenue par les flots des hamiltoniens (foh) (h € Cm(FZ;R)). Ceux—-ci n'engendrent

-1 B . .
@ (u) que si £ est une jmmersion.

Enfin si nq = n, et si f,est un difféomorphisme,

__m_;rl

F2 PR ¢
af
B o
o, \Q§>&2 1 81
f0
FZ . 1

T
o

8]

par application du théorzme des foncticns implicites on construit pour tout

u € Fl , un voisinage ouvert a1—distingué de ug ,Wu et un voisinage ouvert Vu
o o
de u, tels que
(1) @y : W+ V
u u
Q [e]
(I1) il existe une section 8, de Py au—dessus de Wu telle que
51(V ) =V . ©
u u
o o
fu = Py o S, st alors un diffécmorphisme symplectique — et donc un isomorphisme
fe]
local de groupoides symplectiques — de Wu dans F2

0

1, .

IB étant paracompacte on peut extraire du recouvrement (Vu ) € T‘

[e] [4]
. . 2

un sous recouvrement ouvert localement fini (Vi) : on note fi : Wi d Po les

isomorphismes locaux de groupoldes symplectiques associés. On pose
w= {x€um, |si x € Win Wj fi(x) = fj(x)}

tout revient & prouver que W est un voisinage de FO.
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Or si u, € E: , on peut trouver (Wu » Vo o £, ) tels que si (Vj) désigne

" o 5 1<k

1'ensemble des Vi tels que u, e Vi R
k k

v V. W .

SR RS

Lo} o3

Il reste a4 voir que fJ

iy et filv colcident sur un voisinage de Va dans Wu

u u o o)
[] o]

ce qui résulte du. lemme suivant

. 2 f 2 . . -
LEMME si ['"— 5 FI et T ___E_; F1 sont deux iscmorphismes de groupoides

locaux symplectiques au-dessus de fO , £ et g ont méme germe le long de FD.

En effet §'o £ telive 1'identitd de T_ .

DEMONSTRATION DU COROLLAIRE. On considére
Py

—_—

1

G T

¢

G ___,_,_,._...._._.._._1,1-‘
o (o]

et sa restriction Pyt a1(u) — a:(u)

o
Soit x € a}(u) et ¢ ! un produit de flots hamiltoniens de (fgh)

o (84
(h € Cw(FiJR)) reliant v a x. ¢ ! fournit également un chemin de u & x. Soit ¢

le chemin de F2 igsu de fo(u) et obtenu par le produit des flots hamiltoniens

des mémes h € Cm(Fz;R) pris dans le mdme ordre. Comme f_ est un difféomorphisme
2 %2 % o ~1

de Poisson et que TI'° est un groupoide le chemin (¢ ~,¢ ) reléve ¢ dans o (u)

Comme p, est un difféomorphisme et que tout chemin de a1(u) peut &tre approché

)]
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o
. 1 = =1 - .
par des chemins du type ¢ , a1(u) -+ a1(u) est un revétement. Si de plus
~1 . . . . . Py
@ (u) est simplement connexe, c'est un isomorphisme ce qui assure que G ——w F1
est un difféomorphisme.

C.Q.F.D.

On est maintenant en mesure de prouver le principal résultat de ce chapitre.

THEQOREME 1.4 : Pour toute variété paracompacte de Poisson (FO,AO) il existe un

groupoide symplectigue local séparé (T,0) ayant (FO,AO) comme ensemble

d'unités. De plus TO est fermdée dans T.

DEMONSTRATION : To étant paracompacte, le théorZme de réalisation locale [W. 1983]

et le théoréme 1.2 permettent de construire :

. un recouvrement ouvert localement fini (Vi)i €1 de Fo.

. pour tout i un groupolde symplectique local séparé Wi

qui est une réalisation stricte de (Vi,AO[V ) (ai,Bi)-connexe.
i

Soit W la somme disjeinte des W, eta: W~ PO défini par alw =0, .
i

Pour tout x € W on note (V?) 1'ensemble fini des Vj contenant a(x) et VX = v .
v* est un voisinage ouvert de o (x) et W—v" un groupoide local symplectique réa-
lisant V*. Compte tenu du théoréme 1.3 on construit pour chaque j tel que x € Vj ’

unt isomorphisme local de groupolides symplectiques

ch > V

X x
et on peut supposer que W est la source commune de tous les pj
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-~

Soit T 1'ensemble des x ainsi constitué : si % € W& ,32 X € W (ot u = g(x})
tel que X = p;(x).

~

Sur I' on considére la relation d'équivalence ﬁi ~ ij (ii ew', % € wl)

. ~ - ~ _ P u ~ _.u -
si ai(xi) = aj(xj) u et si Sx €W , % pi(x) , X,

_ u
j = P

On note I' le quotient. Compte tenu des résultats antérieurs, tout revient
a prouver que [' est un voisinage de _IL Vi ce qui résulte de ce que V u € Vi

[ = p:(wu) qui est ouvert.
€.Q.F.D.

2. ALGEBROIDE DE LIE D'UNE VARIETE DE POISSON ET TROISIEME THEOREME DE LIE LOCAL.

. PR . -+
Soit (FO,AO) une variété de Poisson (paracompacte) et ([',0) > Fo le
groupoide local symplectique associé. Tout se passe comme si Po érait 1'espace des
unités d'un groupoide symplectique. La proposition II.2.1 entraine

*
PROPOSITION 2.1 : si (Fo,ho) est une variété de Poisson T Po +-FO est canoniquement

muni d‘une structure d'algébroide de Lie dont la parenthése est donnéde par
* -
w, € Sect(Fo,T Fo) i1 =1,2)
dw

(%) {m1,m2} =1 dw, + d(mj.\ﬂ(cu1 A w,))

# 271
Aow1 -Aﬁwz
*

#

et de morphisme de T FO dans TPO Ao'

En particulier d : (cm(ro),{ bH - (Sect(FU.T*FG){,}) est un morphisme
d'algébres de Lie et si QTFO,T*FO) désigne 1'espace des 1-formes fermées,
ZY(TO,T*FD) est un sous—algébre de Lie de Sect(FO,T*FO), dont 1'idéal dérivé est
contenu dans les 1-formes exactes.

. * 3 .
REMARQUE : L'existence d'une structure d'algébre de Lie sur Sect (TO,T FO) était

connu dans le cas d'une variété symplectique. {cf.[ A.M. 1978] par ex.).
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.. : . . . *
Inversement considérons une structure d'algébroide de Lie sur T Fo. On

*
note [],|] le ¢crochet sur Sect(Fo,T FG) et A#

%
le morphisme de T I' dans TT .
[+] o s

A Ao est associé canoniquement un 2-~tenseur contravariant An défini par

o
LAO(w1 B w,) = <A0@1,m2>. On suppose que

(L) ﬁo est antisymétrique.
* *
(11) ZF(PO,T PO) est une sous—algibre de Lie de (Sect(FO,T Fo),[l , 11
*
Soit {m1 ,mz} l'application R~hilinéaire définie sur Sect(I‘o,T 1"0) par

la formule (**). La condition (L} ci-dessus assure que c'est une forme alternée.

On vérifie que
(wy,wy) > Dy ,w, 1 - {w1,w2}
est Cm(I'O,R)—bilinéaire. Ceci entralne l'existence d'un tenseur

* . . -
T € Sect(Fo,T r BA TFO) tel que [IwI,wzl] - {m1’m2} = 1(T)(us1 A w,).

Soit U (x") un ouvert, connexe et simplement connexe, de coordonnées locales

et TJ 1(T) (@x* A dx?)

La condition (I1) implique que T'J est une 1-forme fermée. Comme pour tout

couple (f,g) d'applicationms ¢~ sur Fo d(T(df,dg)) = 0, on peut, au-dessus de U,

derireV(f,g) € O &)z r a2l 38 3L de, .,

i<j 9x 3% 9x? axt )
on prend successivement f = xio g = (x-o}2 , puis f = (xio)2 g = xJo ot i < g
I1 en résulte que Tiojo A clxj0 =0 = Tiojo A dxl0 ce qui implique que Tiojo = (0,
On a prouvé :
PROPOSITION 2.1 : Un algébroide de Lie sur T*FO -+ Fo de crochet [|,|] sur

% *
Sect(FO,T Fo) , de morphisme Ag : T TO - TFO est 1'algébroide de
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Lie d'une structure de Poisson sur M de 2-tenseur Ao 581

(1) Ao est antisymétrique
* *
(II),?TFO,T Po) est une sous-algébre de Lie de Sect(Fo,T FO),[I,I]).

Un tel algébroide de Lie sera appelé algébroide symplectique. Le théoréme

1.4 s'interpréte alors ainsi : un algébroide aymplectique est 1l'algéebroide d’un
groupoide local symplectique. Le théoréme 1.4 apparait comme 1'extension 4 certains
algébroides du 3° théoréme de Lie sur la réalisation d'une algéhre de Lie de
dimension m finie par un groupe (local) de Lie. Autrement dit encore la borne
généralisation en dimension infinie de la notion d'algébre de Lie duale est celle
de variété de Poisson. I1 est donc 1égitime d’appeler "3° théordme de Lie local"

pour les variétés de Poisson le théoréme 1.4 ou sa forme équivalente :

THEOREME 2.1 : "Troisidme théoréme de Lie local"

o
Un algébroide de Lie sur T Po - To est 1'algébroide de Lie d'un groupoide
local symplectigue d'unités Tb si et seulement si c'est un algébroide

symplectique.

REMARQUE 1 : J. PRADINES [Pr. 1968] a prouvé pour tout algébroide de Lie 1'cxistence
d'un groupoide local dont il est 1'algébroide. Le résultat ici énoncé est plus fin :

4 tout algébroide symplectique est associé un groupoide. local symplectique.

REMARQUE 2? ; Soit M une variété de dimension 2n munie d'un 2-forme ¢ de rang maximum
* o . .
non fermée. T M+ M est muni d'une structure d'algébroide de Lie qui n'est pas sym-

plretique , de crochet défini par [lw,,w,i] = —1 goit =1, 0=uw, etde

X. i
[X1,X2] i

morphisme A# définit par A#wi = Xi' La condition (II) ci-dessus équivaut dans ce

cas a dg = 0.

§ 3. REALISATIONS SYMPLECTIQUES ET QUANTIFTCATION

2.1.Ressemblances formelles

On peut établir une espéce de dictiomnaire entre la théorie des groupoides

*
symplectiques d'une part et celle des E —algébres d'autre part :
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Sous-variété lagrangiennes Eléments de 1'algébre

L'inversion i La conjugaison

Le produit Le produit tensoriel

La réunion La somme

Les bissections lagrangiennes Les é€léments unitaires

Sous—groupoides lagrangiens Projecteurs auto—adjoints
ete. ..

8i par exemple A : I' + ' est un homomorphisme de groupoides, en 1'appliquant i Pé
on obtient une réunion de sous—groupoides lagrangiens (i.e. une somme de projec-
teurs auto-adjoints). Si TI''= -MxM (ou II{M)), on obtient 1'analogue d'une repré—
sentation et Aufé peut alors Btre considéré comme la trace de la représentation
{en fait la trace est une fonctionmelle linéaire plutdt qu'un &lément de 1'algébre,
mais la structure symplectique donne une espice de produit scalaire sur les

éléments). La "trace" de la représentation triviale est FO.

3.2 Qu'en est-il si 1'on peut vraiment quantifier ?

Supposons que, en tant que variété symplectique T soit préquantifiable de
sorte que l'on puisse construire les sections d'un fibré en droites, polarisations,
etc.... bref que 1'on ait associé a un espace de Hilbert ¥ de fagon que la multi-
plication du groupoide définisse un élément de ‘%?* B B ¥ et donc une opérationm
de H' x H# + W vérifiant les propriétés formelles d'une algébre. L'identification
de certaines bissections lagrangiennes avec les fonctions sur FO permettrait d'in-
duire, via la multiplication des opérateurs, un produit associatif sur Cw(FO).

Tout ceci ne peut €tre attendu, en général, qu'au niveau asymptotigue.

3.3. Groupoides et Star-produit.

Etant donné un groupoide symplectique (P,FO), la géométrie symplectique
de T est, prés de TO, identique & celle d'un voisinapge de la section nulle dans

* 13 . - . »
T (FO) ; on a donc, au moins dans un voisinage de la section nulle, un morphisme de

* o0 oo, *
Poissona : C (T )+ CH(T T ).
. o *
A chaque fonction sur I', on peut associer une série formelle sur T (Fo)

(le jet d'ordre * de o®f aur Fo).Si on place une métrique riemannienne sur To on
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Peut associcr a4 chaque série formelle un opérateur différentiel “"formel" d'ordre
infini (calcul symbolique 'total") ; ceci donne un produit associatif sur les

séries formelles qu'on peut tenter de rappatrier dans a*(Cm(Fo)) et donc dans

Cw(TO). Ce produit associatif sera we espéce d' "alpébre enveloppante” pour le
crochet de Poisson sur Cm(FO) . Une telle algeébre enveloppante pour des structures
de Poisson, autres que les structures de Lie-Poisson, ont été considérées en
connexion avec les équations de Yang-Baxter par DRLNFELD [Dr. 1983] KARASEV [K. 1987]
La structure globale du groupoide est certainement utile pour comprendre cette

notion d'algébre enveloppante.

3.4, CONCLUSION : L'étude géométrique développé dans cet article a clarifié en

quoi une variété de Poisson est la bonne génédralisation en dimension infini de la
notion de dual d'algébre de Lie. Un troisiéme théoréme de Lie local a été é&tabli
grice a 1l'introduction de la notion de groupoide symplectique. Le programme esquissé
dans les lignes précédentes visant par le moyen des groupoides symplectiques 2
unifier différents aspects de la quantification notamment avec les *—produits de
Lichnerowicz est ambitieux. Il rejoint les préoccupations de Karasev et Maslov.

Des avancées dans cette direction dépendrait finalement 1'intérét de la notion de
groupoide symplectique, surtout s'il apparalt que le cadre "linéaire" des variétés

de Lie-Poisson est trop étroit et que 1l'on abesoin de la catégorie de toutes les

variétés de Poisson.

56

11



Feb 14 02 11:28a Dept MathematicsU.C. Berk (510)642-8204 r.12

APPENDICE

§ 1. REDUCTIONS SYMPLECTIQUES

1. Le cas linéaire : Soit E un espace vectoriel symplectique, W < E un sous— espace

colsotrope (i.e. W o W) alors le quotient B, = W/WL est un espace symplectique.

PROPOSITION A1 : Pour tout sous-espace lagrangien A de E, AW =ANWwW ., An W‘L est
un sous-espace lagrangien de EW' ) ’
8i, pour chaque k = 0,1,... , on note Ak w(E) 1'ensemble des sous-espaces
lagrangiens A de E tels que dim{(A N W) = k, c'est une sous-variéré de la grassman—

nicnne lagrangienne A(E) et l'application X =+ AW est différentiable de A, (E)

kW
dans A(Ew) ; {mais elle n'est mBme pas continue sur A(E)).

2. Le cas non—linéaire ;:

Si (S,w) est une variété symplectique, M une sous—-variétcé colsotrope de 5.
. e s L ; .
le feuilletage caractéristique .# ~ est transversalement symplectique et si l'espace

des feuilles est une variété c'est une variété symplectique.

PROPOSITION A2 : Pour chaque sous-variété lagrangienne L de S qui coupe proprement
M, L

=L n M/ n.A?l'est une immersion lagrangienne dans M.

§ 2. RELATIONS CANONIQUES :

1. Le cas linéaire : E et F étant deux espaces vectoriels symplectiques, -F 1l'espace

F munit de la structure symplectique opposée & celle de F, un sous-espace lagrangien
de Ex(-F) s'appelle une relation canonique de E a F. Etant donnés rrois espaces
symplectiques E,F,G, notons AF la dizgonale de F X F ; E X AF x (=G) est un eous-—
espace colsotrope de Ex(-F) X F x (-G) dont 1'orthogonal est {0} x AF x {0}. Le
quotient est donc naturellement isomorphe 3 Ex{(-G). Donc, pour des relatioms
canoniques L1 de E 4 F et L, de F 3 G on peut réduire L, ¥ L, pour obtenir un

sous-espace lagrangien L; o L, de Ex(-G).

Les espaces vectoriels symplectiques, avec les relations canoniques comme

morphismes, constituent ainsi une catégorie.
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2. Le cas non~lindaire : On peut, avec quelques restrictions, étendre les cons-

tructions précédentes aux sous-variédtés laprangiennes d'une variété symplectique.
De facon précise, si MI’MZ’MB sont trois varidtés symplectiques, K {(resp. L)
une socus-variécég lagrangienne de M1x(-M2) { resp. de sz(—M3)) et si K x L coupe
proprement M, x A M2 x M3 alors K.L est une sous-variété (immergée) lagrangienne
de MIX(-M3).

On dit que deux sous-variétés se coupent proprement si leur intersection est
une sous-variété et si le fibré tangent & 1'intersection est 1"intersection des

fibrés tangents.

REMARQUE : Dans les applications que 1'on fait ici de ce rdsultat on sait par

ailleurs que K.L est une sous-variété plongde.

CAS PARTICULIER : Si M, est réduite & un point, une sous-variéré lagrangienne

de Mlx(_MZ) est simplement une sous-variété lagrangienne de M, et la construction
précédente nous permet de parler de l'imapge par une relation cancnique d'une

sous-variété lagrangienne.

§ 3. METHODE DES CARACTERISTIQUES

Soit (M,w} ume variété symplectique de dimension 2n, W une sous-varidté
colsotrope de dimension 2n - k, #1'orthogonal symplectique du fibré tangent a W
et J une sous-variété isotrope de dimension n-k de M ; on suppose que, el chaque x

de J, T J n gﬁx = 10}, alors si L = _1} F_ ou F_ est la famille de X passant
x € J
par x et si j : L > W est 1'inclusion canonigue, il existe sur L une structure de

variété différentielle de dimension n qui fait de j une immersion lagrangienne et
L est maximale pour J fixée. Cette structure est définie ainsi si ¥, € L il

o
existe un produit ¢ de flots de hamiltoniens, constants sur W, tels que y_ = ¢(x0).

I1 existe d'autre part un voisinage ouvert distingué Wx de "% en X, et une sous-
(s

- - - s v
variété VK de WX transverse a 3 tels que
“o !

(I)anJ=VX nJ
Q o]

(I1) les plaques de % dans W sont les fibres d'une submersion p : W v
o o o
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ﬁJ(Vx n J) est une sous-variété lagriangienne et il existe une injection Y

(ensembliste) canonique de EI(VX n J) dans L. Dn décide
o

1) que $(51{Vx 0 J)) est une carte de L en X .
o

2) Que ¢ qui est défini au voisinage de X dans Vx f J est un difféo-
o

morphisme local de L,

et on vérifie que l'on a ainsi défini sur L une structure de variété pour laquelle
l'application canonique donnée par l'inclusion est une immersion lagrangienne

non injective en général.
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