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Deux parties

@ Benefices d'etre autour de D.-I.
@ Complements sur l‘article [D-I].
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Questions et conseils:

























Autour de [D-I}

@ Rappels et enonces [D-I, O-V]
@ Base de la construction fondamentale
@ Calcul geometrique de la p-courbure

@ Remarques et complements



Rappels

Soit X/S propre lisse de dim d, S := Speck, k corps
parfait, car exp. p > 0, S := Spec W5 (k).




Théoreme [D-1]: Si p > d, alors un relevement X’ de
X’ induit un isomorphisme dans D(O x/):

Vg : HY(C%): F*HQ(Q'X/S, d) — ng//s

soit I'isom. de Cartier



La demonstration est “elementaire” et utilise des
relevements de Frobenius locaux, mais, par choix, pas
de techniques cristallines.

Parmis les consequences en caracteristique zero: la
decomposition de Hodge, theoremes d’évanescences...



La théorie de Simpson suggere la possibilite
d’'une generalisation:

(Ox,d) remplacé par (E,V)e MIC(X/S)
(€2,d) remplacé par (EF® Q,d)

(Ox,0) remplacé par (E',¢") e HIG(X'/S)
(2°,0) remplacé par (E'® Q' , AY).
HIG(X'/S) = {BY-F &0k s:¢' Ay =0)

s MOCZ(OT*

X/

)






Nonabelian Hodge Theory in Characteristic p.

A. Ogus and V. Vologodsky
June 21, 2005

Abstract

Given a scheme in characteristic p together with a lifting mod-
ulo p?, we construct a functor from a category of suitably nilpotent
modules to the category of Higgs modules. We use this functor to
generalize the decomposition theorem of Deligne-Illusie to the case of
de Rham cohomology with coefficients.
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"Il n'y a que Luc qui ecrit
pour |'eternite.”

(Michel Raynaud)




Théoreme [O-V]: Un relevement X’ de X’ induit un
foncteur

Cy:MIC(X/S)— HIG(X'/S): (E,V) — (E',¢)
induisant une équivalence de catégories

MICp_l(X/S) A H]Gp_l(X//S)

Pour d := dim(X/S) et E € MIC,_4(X/S), on a un
isomorphisme dans D(Ox):

CX. F*(E X QX/S7d) it (E/ 029 Q:X’/S7 /\wl)

HY(C%) = (isom de Cartier généralisé)



Localement sur X, on a un isomorphisme:

F*(E',¢') = (E, =)

qui depend d'un relevement de Frobenius.

Cx /s est compatible a ®, ou défini.



Amélioration: ®-categories: MIC., HIG,

HIG., = la cat. de f'TX//S-moduIes

MIC., = la cat. de D}(/S—modules
Dxys € Dy/s = Dx/s ®g1y, s T Txrys

Equiva lence de ®-catégories:

Ciss: MICBX/SY = HIE (X'/S)



Interpretation a la Riemann-Hilbert-Fontaine:

On construit 3 partir de X’ un faisceau de D}(/S—
modules Ay /s (analog de Oxan ?). Alors:

Cx(E,V) = ((E® Ax/s)"7,id @ Y.4)

Ax /s est le faisceau de fonctions sur le torseur de

relevements de Frobenius, et est muni d une structure
. ’y 4

canonique de DX/S module.



Lisomorphisme derive
/ 7 0,2 d o 2,2
E ®QX’/S_»E®A??,—2_>E®An—2_>E®An—2_'°”

b id ® id ® id ® 1

d d
E, &) Q}X’/S_'E@A%il_'E®Ar,11&1_'E®A721&1“"‘*’ it

b id ® 1 id ® id ® ¥

d d
E/ E@A%’O—'EG@A}%’O—’E@A%’O—'

d o ;
E E®Qys—E® % s—




Le torseur de relevements de
Frobenius

Pour T € Cris(X/S), on dispose d'un diagramme
commutatif et canonique

Fr/s

AL







Ax,s est donc un cristal de Ox/g-modules quasi-
cohérent, muni d'une structure de F*TX//S—torseur
horizontal. Donc

e Identitication T, ,x = F " Tx//g.

e Filtration horizontale, stable et nilpotente V.,

GI’N AX/S = F*SQ}X’/S
e Action de F"51Tx//g qui se prolonge a F*f'TX//s,

S







Connexions et p-courbure géometrique

Prop. Soit X/S lisse, (D, I) I'enveloppe a puissances
divisées de X — X X g X. On dispose d'isomorphismes
canoniques

QX/S_I/] da— [1®a—a®1]

F*Qys 2T/ (10D +T
m*da — [(1Qa—a® 1)P]

[p+1])



Pour (E,V) € MIC(X/S), on a un isomorphisme

e:polb = piE  sur D, et:
V(e) = e(p5(e)) —pijle) mod I (Groth )

w(e) = elpi(e)) —pile) modIOp+T7 "

(Mochizuki)




Le calcul principal
Pour F € LX/S(U), posons

~

Vo — ﬁ op; & LX/S(B(l))a

a' ;= 7*(a) pour a € Ox.
Ona F, =0+ Fy, ou 0 c fE/STX//S avec

~

pd(a’) = F3(@) — FY(@) =1® F*(a') - F*(a') ®1
Si F*(d') = aP + pb,

#a) = p (1) —(@R1) +TRb=—>Hx1)

V(F) = 0(d)=a’ da}- db mod i



On peut alors calculer la p-courbure a partir d'une formule de
Serre (?).

(D(a))? = a?~'DP(a) — DP~*(a? 'D(a)).

Calcul par geometrie cristalline







Pour conclure

c: Sdx s — HeDx g SGes pr —gP) (la p-courbure)

Les actions de ST'x//s C FyDx/g (p-courbure) et

de 5Txi/s C f'TX//S (structure de F™*T-torseur) sur
AX/S sont les mémes, et donc induisent une action de

D}c/s ol oo ®S°Txl/S FDxys.

FyDx/,s est une algebre d'Azumaya sur S'Tx//g de
rang p?¢ [BMRB].

BX/S T HOmOX(AX/Sa OX)

est un module sur DY localement libre de rang p

X/
sur I'"'(T'x//5), donc un module de scindage.

CX/S(E) = (AX/S 2y Fj)v7 — L*HOW”LD’V (BX/Sa E)

X/S



Rémarques et Complements

@ Gerbes de relevements et scindages
@ Calcul d’'une classe de Brauer

@ Objets Gm-equivariants

@ Version log (Schepler, Lorenzon)

@ Fonctorialite

@ Consequences en caracteristique O



Gerbes de relevements et scindages

Théoreme: On a des équivalences de gerbes sur X:

e Relévements X’ de X'.

e Scindages de (2 (gerbe associé). [D-I]

o Extensions de F*Qy, ¢ par Ox dans MIC(X/9)
t.q. Gre¢ =id. [Srinivas?].

e Scindages de F,Dx /g sur T},/Sl prolongeants le
scindage canonique F,Ox.

e Scindages tensoriels de F,Dx /g sur T;,/SW.



Calcul d'une classe de Brauer

L'algebre F'x.Dx n'est jamais scindée sur Tj;('/s-
Donc sa classe dans HQ(T},/S,Gm) n'est pas nulle.

Soit w € HY(T%/ g+ ) la forme canonique
e

“contacte.” (E.g. si X = Speckl|t],w = &dt)
Soit T* :=T% 4. On a

: T*//S—' .

dlog

Ot

Zr};*/s

Donc ¢: HO(T*, Q%_,*,/S) — H2(TY,G,)

Formule: cl(FiDx/s) = ¢(w) [B-B]



Demonstration:

On a une équivalence de gerbes:

e (L, V) ePic/(T*/S) : ¢ = w)

o (E£,V)e MIC(X/S) : F.E scindage de F,Dx/s.

Marche parce que I'image de w dans Q%*/X =1



Objets Gm-equivariants
HIGg,,(Y'/S) := Mod(Ty,5/G,,) (champs torique)

i ?p*Z E* X E* X Q}X’/S Z—gradué
e.g. X/Y lisse, propre, h': X' — Y rel. de I/
k' H Q0 pyr) = H (Qxr/y1) @ Q%/’/S
Théoréeme: Si p > dim X, X’ — Y’ induit

C};l(H'(QX//y/)) = (Hpr(X/Y),V)



Relations aux resulats de Katz, Illusie, Faltings

E.g.  Modules de Fontaine (MFY) tués par p
équivauent

(E,V, Fil), et ¢:Cy/s(E )—»7T (Grp(E), k)

Resultats de compatabilites aux images inverses et
directes.......



Consequences en caracteristique O

Théoreme [B-K|: Soit X /C lisse, quasi projectif,
f: X — A' un morphisme propre. Pour q¢ > 0,

dim H4(X,Q',d + df) = dim HY(X,Q Adf) < oo.

(Le cas f = 0 est la décomposition de Hodge.)

Dém de [O-V], basée sur la tech. de red. mod p.



Calcul Cle

X := reduction de X. Soit Z le lieu critique de f.
(Ox,d+df) € MIC(X/S) n'est pas nilpotent, mais
le devient modulo F*17,. Pour p >>r,

(%) Cx(Ox,d+df) = (Oxs, —df’) mod I7

Il faut resoudre des équations différentielles dans Ay /s.
Tronqué de e’ ne suffit pas.



~

Soit & € Ay s la fonction qui envoie E supE*(f)— fP.

V(a) = —fP7df; ¥(a) = F*(df)

() Cx(Ox,d+df) = (Oxs, —df’) mod I7
L'isomorphisme (x) est donné par multiplication par

E,(f)exp(a) € Ax/s (tronqué)



Il faut aussi démontrer que HBR(Q'X,d + df) est de
type fini sure Z. |l faut utiliser I'irrégularité [D] et
techniques logarithmiques |[l].




