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Deux parties

Bénéfices d’être autour de D.-I.

Compléments sur l’article [D-I].

      (avec V. Vologodsky)



Bienvenu à L’I.H.E.S. et 
Orsay







Questions et conseils:



Soit X une surface K3 polarisée générique 
en car p.  Est-elle ordinaire, de rho = 1?



.............
Effectivement...mais 

les surfaces 
supersingulières sont 

les plus 
intéressantes.



Est-ce qu'on peut mieux comprendre 
l'isomorphisme de Hyodo-Kato?



..........
Peut-être, en 

commençant avec les 
structures log 

``creuses.’’





Je ne sais pas pourquoi personne ne 
travaille sur les cycles invariants en 

caractéristique mixte.



..................
............
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Remarques et compléments



RappelsRappels: Le Théorème de Deligne-Illusie

Soit X/S propre lisse de dim d, S := Spec k, k corps
parfait, car exp. p > 0, S̃ := Spec W2(k).
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Théorème [D-I]: Si p ≥ d, un relèvement X̃ ′ de X ′
induit un isomorphisme dans D(OX′):

C ·̃
X

: (F∗Ω·X/S, d) ∼ (Ω·X′/S, 0) t.q.

∀q : Hq(C ·̃
X

):F∗Hq(Ω·X/S, d)→ Ωq
X′/S

est l’isom. de Cartier
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La démonstration est “élémentaire” et utilise des 
relèvements de Frobenius locaux, mais, par choix, pas 
de techniques cristallines.

Parmis les conséquences en caractéristique zéro: la 
décomposition de Hodge, théorèmes d’évanescences...



La théorie de Simpson suggère la possibilité 
d’une généralisation:

Version nonabelienne

La théorie de Simpson suggère la possibilité d’une
géneralization:

(OX, d) remplacé par (E,∇)

(Ω·, d) remplacé par (E ⊗ Ω·, d)

(OX, 0) remplacé par (E′,ψ′) ∈ HIG(X ′/S)

(Ω·, 0) remplacé par (E′ ⊗ Ω·,∧ψ′).

HIG(X ′/S) := {E′ ψ′
! E′ ⊗ Ω1

X′/S : ψ′ ∧ ψ′ = 0}
≡ Mod(OT∗

X′/S
)

Travaux de O-V commencé en 2001.

“Il n’y a que Luc qui écrit pour l’éternité.” (M.
Raynaud)
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(OX, 0) remplacé par (E′,ψ′) ∈ HIG(X ′/S)
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Vers une version “nonabelienne”

(avec Vadim Vologodsky,
commencé nov., 2001)



Nonabelian Hodge Theory in Characteristic p.

A. Ogus and V. Vologodsky

June 21, 2005

Abstract

Given a scheme in characteristic p together with a lifting mod-
ulo p2, we construct a functor from a category of suitably nilpotent
modules to the category of Higgs modules. We use this functor to
generalize the decomposition theorem of Deligne-Illusie to the case of
de Rham cohomology with coefficients.

Contents

1 Frobenius and the fundamental extension 9
1.1 Liftings of Frobenius . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9
1.2 Functoriality . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21
1.3 Further remarks . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22

2 Connections and Higgs fields 28
2.1 DX/S as an Azumaya algebra . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28
2.2 An étale splitting of DX/S . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32
2.3 The Cartier transform . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35
2.4 The Cartier transform as Riemann-Hilbert . . . . . . . . . . . 43

3 Functoriality of the Cartier transform 49
3.1 Direct and inverse images via Azumaya algebras . . . . . . . . 49
3.2 The Cartier transform and the derived category of Gm-equivariant

Higgs modules. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 51
3.3 De Rham and Higgs cohomology . . . . . . . . . . . . . . . . 56
3.4 Compatibility with direct image . . . . . . . . . . . . . . . . . 64

1

4 Applications and examples 73
4.1 Local study of the p-curvature . . . . . . . . . . . . . . . . . . 73
4.2 Stacks of liftings and splittings. . . . . . . . . . . . . . . . . . 75
4.3 Line bundles with connection . . . . . . . . . . . . . . . . . . 83
4.4 Abelian varieties . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 87
4.5 A counterexample: DX/k need not split on T̂X′/S. . . . . . . . 88
4.6 The Gauss-Manin connection . . . . . . . . . . . . . . . . . . 89
4.7 Proof of a theorem of Barannikov and Kontsevich . . . . . . . 91

5 Appendix: Higgs fields and Higgs transforms 104
5.1 Higgs fields over group schemes . . . . . . . . . . . . . . . . . 104
5.2 Convolution . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 106
5.3 Higgs transforms . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 109
5.4 Examples and formulas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 115
5.5 Gm-equivariant Higgs modules over a vector bundle. . . . . . . 118
5.6 Azumaya algebras over group schemes . . . . . . . . . . . . . 120

2



“Il n’y a que Luc qui écrit 
pour l’éternité.”

(Michel Raynaud)



Enoncés

Théorème [O-V]: Un relèvement X̃ ′ de X ′ induit un
foncteur

CX̃:MIC(X/S)→ HIG(X ′/S) : (E,∇) #→ (E′,ψ′)

induisant une équivalence de catégories

MICp−1(X/S)→ HIGp−1(X ′/S).

Pour d := dim(X/S) et E ∈MICp−d(X/S), on a un
isomorphisme dans D(OX′):

C ·̃
X

:F∗(E ⊗ Ω·X/S, d) ∼ (E′ ⊗ Ω·X′/S,∧ψ′)

Hq(C ·̃
X

) = (isom de Cartier géneralisé)

Un relèvement F̃ de F induit un isomorphisme

F ∗(E′,ψ′) ∼= (E,−ψ)
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induisant une équivalence de catégories

MICp−1(X/S)→ HIGp−1(X ′/S).

Pour d := dim(X/S) et E ∈MICp−d(X/S), on a un
isomorphisme dans D(OX′):

C ·̃
X

:F∗(E ⊗ Ω·X/S, d) ∼ (E′ ⊗ Ω·X′/S,∧ψ′)

Hq(C ·̃
X

) = (isom de Cartier généralisé)
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Localement sur X, on à un isomorphisme:

Enoncés
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5

CX/S est compatible à ⊗, où défini.

Amélioration: ⊗-categories: MICγ, HIGγ

HIGγ = la cat. de Γ̂·TX′/S-modules

MICγ = la cat. de Dγ
X/S-modules

DX/S ⊆ Dγ
X/S := DX/S ⊗S·TX′/S

Γ̂·TX′/S.

Équivalence de ⊗-catégories:

CX/S:MICγ(X/S)→ HIGγ(X ′/S)

Interpretation à la Riemann-Hilbert-Fontaine:
On construit partir de X̃ ′ un faisceau de Dγ

X/S-
modules AX/S (analog de OXan ?). Alors:

CX̃(E,∇) :=
(
(E ⊗AX/S)∇γ , id⊗ ψA

)
6

qui dépend d’un relèvement de Frobenius.
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AX/S est le faisceau de fonctions sur le torseur de
relèvements de Frobenius, et est muni d’une structure
canonique de Dγ

X/S-module.

– Typeset by FoilTEX – 1
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L’isomorphisme dérivé

E′ ⊗ Ω2
X′/S

! E ⊗A0,2
n−2

d
! E ⊗A1,2

n−2

d
! E ⊗A2,2

n−2
! · · ·

E′ ⊗ Ω1
X′/S

ψ′

"

! E ⊗A0,1
n−1

id⊗ ψ

"

d
! E ⊗A1,1

n−1

id⊗ ψ

"

d
! E ⊗A2,1

n−1

id⊗ ψ

"

! · · ·

E′

ψ′

"

! E ⊗A0,0
n

id⊗ ψ

"

d
! E ⊗A1,0

n

id⊗ ψ

"

d
! E ⊗A2,0

n

id⊗ ψ

"

! · · ·

E

"

d
! E ⊗ Ω1

X/S

"

d
! E ⊗ Ω2

X/S

"

! · · ·
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Amélioration: ⊗-categories: MICγ, HIGγ

HIGγ = la cat. de Γ̂·TX′/S-modules

MICγ = la cat. de Dγ
X/S-modules

DX/S ⊆ Dγ
X/S := DX/S ⊗S·TX′/S

Γ̂·TX′/S.
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L’isomorphisme dérivé



Le torseur de relèvements de 
Frobenius
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Le torseur de relèvements de Frobenius

Pour T ∈ Cris(X/S), on dispose d’un diagramme
commutatif et canonique

U ! T
FT/S

! T ′

X
# F

! X ′

fT/S

#

$ U ′

"

Crisf(X/S̃) := {T̃ ∈ Cris(X/S̃) : T̃ /S̃ plat}

Pour U ⊆ T := T̃ ×S̃ S,

LX/S(U) := {F̃ : Ũ → X̃ ′, rel. de fT/S}.

C’est un f∗T/STX′/S-torseur, rel. affine sur T .

LX/S,T := SpecT AX/S,T

8
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! · · ·
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Le torseur de relèvements de Frobenius

Pour T ∈ Cris(X/S), on dispose d’un diagramme
commutatif et canonique

U ! T
FT/S

! T ′

X
# F

! X ′

fT/S

#

$ U ′

"

Crisf(X/S̃) := {T̃ ∈ Cris(X/S̃) : T̃ /S̃ plat}

Pour U ⊆ T := T̃ ×S̃ S,

LX/S(U) := {F̃ : Ũ → X̃ ′, rel. de fT/S}.

C’est un f∗T/STX′/S-torseur, rel. affine sur T .

LX/S,T := SpecT AX/S,T

8
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AX/S est donc un cristal de OX/S-modules quasi-
cohérent, muni d’une structure de F ∗TX′/S-torseur
horizontal. Donc

• Identification TL/X
∼= F ∗TX′/S.

• Filtration horizontale, stable et nilpotente N·,

GrN· AX/S ∼= F ∗Ω·X′/S

• Action de F ∗S·TX′/S qui se prolonge à F ∗Γ̂·TX′/S,

• Connexion ∇ et p-courbure

∇:LX/S → TL ⊗ Ω1
X/S

∼= Hom(F ∗Ω1
X′/S,Ω1

X/S)

ψ:LX/S → TL⊗F ∗Ω1
X′/S

∼= Hom(F ∗Ω1
X′/S, F ∗Ω1

X/S)

Formules clées: Pour F̃ ∈ LX/S,

∇(F̃ ) = p−1F̃ ∗, ψ(F̃ ) = −id.
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cohérent, muni d’une structure de F ∗TX′/S-torseur
horizontal. Donc

• Identification TL/X
∼= F ∗TX′/S.

• Filtration horizontale, stable et nilpotente N·,

GrN· AX/S ∼= F ∗Ω·X′/S

• Action de F ∗S·TX′/S qui se prolonge à F ∗Γ̂·TX′/S,
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Connexions et p-courbure géometriques

Prop. Soit X/S lisse, (D, I), l’env a p.d. de X →
X ×S X. On dispose d’isomorphismes canoniques

Ω1
X/S

∼= I/I
[2]

da (→ [1⊗ a− a⊗ 1]

F ∗Ω1
X′/S

∼= I/
(
IOD + I

[p+1]
)

π∗da (→ [(1⊗a−a⊗1)[p]]

Pour (E,∇) ∈MIC(X/S), on a un isomorphisme

ε: p∗2E ∼= p∗1E sur D, et:

∇(e) = ε(p∗2(e))− p∗1(e) mod I
[2]

(Groth.)

ψ(e) = ε(p∗2(e))− p∗1(e) mod IOD + I
[p+1]

(Mochizuki)
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Connexions et p-courbure géométrique
Connexions et p-courbure géometriques

Prop. Soit X/S lisse, (D, I) l’enveloppe à puissances
divisées de X → X×SX. On dispose d’isomorphismes
canoniques
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Calcul

Pour F̃ ∈ LX/S(Ũ), posons F̃i := F̃ ◦ pi ∈
LX/S(D̃(1)). On a F̃2 = θ + F̃1, où θ ∈ f∗D/STX′/S

avec

pθ(π∗(a′)) = F̃ ∗
2 (ã′)−F̃ ∗

1 (ã′) = 1⊗F̃ ∗(a′)−F̃ ∗(a′)⊗1

Si F̃ ∗(ã′) = ãp + pb̃,

∇(f̃) = θ(π∗(a′)) = ap−1da + db mod I
[2]

.
Posons ζ := 1⊗ ã− ã⊗ 1 ∈ IOD̃(1).

Donc modulo pIOD + pI
[p+1]

:

F̃ ∗
2 (ã′)− F̃ ∗

1 (ã′) = 1⊗ ãp − ãp ⊗ 1 + p(1⊗ b̃− b̃⊗ 1)

= (ζ + ã⊗ 1)p − (ã⊗ 1)p

= ζp +
p−1∑
i=1

(
p

i

)
ζi(ã⊗ 1)p−1

= p!ζ [p] = −ζ [p]
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Pour F̃ ∈ LX/S(Ũ), posons F̃i := F̃ ◦ pi ∈
LX/S(D̃(1)). On a F̃2 = θ + F̃1, où θ ∈ f∗D/STX′/S
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Le calcul principal

Calcul
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1 (ã′) = 1⊗ F̃ ∗(a′)− F̃ ∗(a′)⊗ 1

Si F̃ ∗(ã′) = ãp + pb̃,

∇(f̃) = θ(a′) = ap−1da + db mod I
[2]

.

Posons ζ := 1⊗ ã− ã⊗ 1 ∈ IOD̃(1).
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On peut alors calculer la p-courbure à partir d’une formule de 
Serre (?).

(D(a))p = ap−1Dp(a)−Dp−1(ap−1D(a)). (1)

AX/S est le faisceau de fonctions sur le torseur de
relèvements de Frobenius, et est muni d’une structure
canonique de Dγ

X/S-module.

– Typeset by FoilTEX – 1
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1 (ã′) = 1⊗ ãp − ãp ⊗ 1 + p(1⊗ b̃− b̃⊗ 1)
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2 (ã′)− F̃ ∗
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= ζp +
p−1∑
i=1

(
p

i

)
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c:S·TX′/S → F∗DX/S θ '→ θp−θ(p) (la p-courbure)

F∗DX/S est une algèbre d’Azumaya sur S·TX′/S de
rang p2d

Dγ
X/S := Γ̂·TX′/S ⊗S·TX′/S

F∗DX/S

BX/S := HomOX(AX/S,OX)
est un module sur Dγ

X/S, locallement libre de rang pd

sur Γ̂·(TX′/S), donc un module de scindage,

CX/S(E) = (AX/S ⊗ E)∇γ = ι∗HomDγ
X/S

(BX/S, E)
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2 (ã′)−F̃ ∗
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F∗DX/S est une algèbre d’Azumaya sur S·TX′/S de
rang p2d

Dγ
X/S := Γ̂·TX′/S ⊗S·TX′/S

F∗DX/S

BX/S := HomOX(AX/S,OX)
est un module sur Dγ

X/S, locallement libre de rang pd

sur Γ̂·(TX′/S), donc un module de scindage,

CX/S(E) = (AX/S ⊗ E)∇γ = ι∗HomDγ
X/S

(BX/S, E)

12

Pour conclure

c:S·TX′/S → F∗DX/S θ "→ θp−θ(p) (la p-courbure)

Les actions de S·TX′/S ⊂ F∗DX/S (p-courbure) et

de S·TX′/S ⊂ Γ̂·TX′/S (structure de F ∗T-torseur) sur
AX/S sont les mêmes, et donc induisent une action de

Dγ
X/S := Γ̂·TX′/S ⊗S·TX′/S

F∗DX/S.
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Remarques et compléments

• Gerbes de relèvements et scindages

• Objets Gm-equivariants

• Fonctorialité

• Conséquences en caracteristique 0
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Gerbes de relèvements et scindagesGerbes de relèvements et scindages

Théorème: On a des équivalences de gerbes sur X:

• Relévements X̃ ′ de X ′.

• Scindages de Ω·X′ (gerbe associé). [D.I.]

• Extensions de F ∗Ω1
X′/S par OX dans MIC(X/S)

t.q. Grψ = id. [Srinivas?].

• Scindages de F∗DX/S sur T∗
X′/S,1 prolongeants le

scindage canonique F∗OX.

• Scindages tensoriels de F∗DX/S sur T̂∗
X′/S,γ.
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• Extensions de F ∗Ω1
X′/S par OX dans MIC(X/S)

t.q. Grψ = id. [Srinivas?].

• Scindages de F∗DX/S sur T∗
X′/S,1 prolongeants le

scindage canonique F∗OX.

• Scindages tensoriels de F∗DX/S sur T̂∗
X′/S,γ.

14
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• Relèvements X̃ ′ de X ′.

• Scindages de Ω·X′ (gerbe associé). [D-I]
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Calcul d’une classe de Brauer
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Calcul d’une classe de Brauer

L’algèbre FX∗DX n’est jamais scindée sur T∗
X′/S.

Donc sa classe dans H2(T∗
X′/S, Gm) n’est pas nulle.

Soit ω ∈ H0(T∗
X′/S,Ω1

T∗
X′/S

) la forme canonique

“contacte.” (E.g. si X = Spec k[t],ω = ξdt)
Soit Y := TX/S. On a

0 !O∗
Y ′

F ∗
Y/S

!O∗
Y

dlog
! Z1

X/S

π∗−CY/S
! Ω1

Y ′/S
! 0.

Donc φ:H0(Y ′,Ω1
Y ′/S)→ H2(Y ′, Gm)

Formule : cl(F∗DX/S) = φ(ω) [B-B]

Démonstration: équivalence de gerbes:

(L,∇) ∈ Pic#(T/S) : ψ = ω)

(E,∇) ∈MIC(X/S) : F∗E scindage de F∗DX/S

L $→ Ker(L→ L⊗ Ω1
T/S → Ω1

T/X)
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L’algèbre FX∗DX n’est jamais scindée sur T∗
X′/S.

Donc sa classe dans H2(T∗
X′/S, Gm) n’est pas nulle.

Soit ω ∈ H0(T∗
X′/S,Ω1

T∗
X′/S

) la forme canonique

“contacte.” (E.g. si X = Spec k[t],ω = ξdt)
Soit T∗ := T∗

X/S. On a

0 !O∗
T∗′

F ∗
T∗/S

!O∗
T∗

dlog
! Z1

X/S

π∗−CT∗/S
! Ω1

T∗′/S
! 0.

Donc φ:H0(T∗′,Ω1
T∗′/S

)→ H2(T∗′, Gm)

Formule : cl(F∗DX/S) = φ(ω) [B-B]

16

Calcul d’une classe de Brauer

L’algèbre FX∗DX n’est jamais scindée sur T∗
X′/S.

Donc sa classe dans H2(T∗
X′/S, Gm) n’est pas nulle.

Soit ω ∈ H0(T∗
X′/S,Ω1

T∗
X′/S

) la forme canonique

“contacte.” (E.g. si X = Spec k[t],ω = ξdt)
Soit T∗ := T∗

X/S. On a

0 !O∗
T∗′

F ∗
T∗/S

!O∗
T∗

dlog
! Z1

T∗/S

π∗−CT∗/S
! Ω1

T∗′/S
! 0.

Donc φ:H0(T∗′,Ω1
T∗′/S

)→ H2(T∗′, Gm)

Formule : cl(F∗DX/S) = φ(ω) [B-B]

16



Démonstration:
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Démonstration

: On a une équivalence de gerbes:

• (L,∇) ∈ Pic"(T∗/S) : ψ = ω)

• (E,∇) ∈MIC(X/S) : F∗E scindage de F∗DX/S.

L $→ Ker(L→ L⊗ Ω1
T∗/S → Ω1

T∗/X)

Marche parce que l’image de ω dans Ω1
T∗/X = 0.
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Objets Gm-equivariants

Objets Gm-équivariants, fonctorialité

Objets Gm-equivariants, connexions de G.M., modules
de Fontaine.

HIGGm(Y ′/S) := Mod(T∗
Y ′/S/Gm) (champs torique)

≡ ψ∗:E∗ → E∗ ⊗ Ω1
X′/S Z-gradué

e.g. X/Y lisse, propre, h̃′: X̃ ′ → Ỹ ′ rel. de h′

κ′:H·(Ω·
X′/Y ′)→ H·(Ω·

X′/Y ′)⊗ Ω1
Y ′/S

Théorème: Si p > dim X, X̃ ′ → Ỹ ′ induit

C−1
Ỹ

(H·(Ω·
X′/Y ′)) ∼= HDR(X/Y ),∇)

Relations aux ”Formule de Katz,” resultats de Illusie,
Faltings,

E.g. Module de Fontaine tués par p équivauent
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e.g. X/Y lisse, propre, h̃′: X̃ ′ → Ỹ ′ rel. de h′
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E.g. Modules de Fontaine (MF∇) tués par p
équivauent

(E,∇, F il), et φ:CX/S(E)
∼

! π∗(GrF (E),κ)
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Résultats de compatabilités aux images inverses et 
directes.......



Conséquences en caractéristique 0

Conséquence en car. 0

Théorème [B-K]: Soit X̃/C lisse, quasi projectif,
f̃ : X̃ → A1 un morphisme propre. Pour q > 0,

dim Hq(X̃,Ω·, d + df̃) = dimHq(X̃,Ω· ∧ df̃) <∞.

(Le cas f̃ = 0 est la décomposition de Hodge.)

Dém de [O-V], basée sur la tech. de red. mod p.
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Calcul Clé
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(Le cas f̃ = 0 est la décomposition de Hodge.)

Dém de [O-V], basée sur la tech. de red. mod p.

21

Calcul clé:

X := reduction de X̃. Soit Z̃ le lieu critique de f̃ .
(OX, d + df) ∈ MIC(X/S) n’est pas nilpotent, mais
le devient modulo F ∗Ir

Z. Pour p >> r,

(∗) CX̃(OX, d + df) ∼= (O′
X,−df ′) mod Ir

Z

Il faut reśoudre des équations différentielles dansAX/S.
Calcul clé: Soit α ∈ AX/S la fonction qui envoie F̃

sur F̃ ∗(f̃)− f̃p.

∇(α) = −fp−1df ; ψ(α) = F∗(df)

L’isomorphisme (∗) est donné par multiplication par

Ep(f) exp(α) ∈ AX/S (tronqué)

Il faut aussi démontrer que H∗
DR(Ω·̃

X
, d + df̃) est de

type fini sure Z. Il faut utiliser l’irrégularité [D] et
techniques logarithmiques [I].
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X := reduction de X̃. Soit Z̃ le lieu critique de f̃ .
(OX, d + df) ∈ MIC(X/S) n’est pas nilpotent, mais
le devient modulo F ∗Ir

Z. Pour p >> r,

(∗) CX̃(OX, d + df) ∼= (O′
X,−df ′) mod Ir

Z

Il faut reśoudre des équations différentielles dansAX/S.
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22

Calcul clé:

X := reduction de X̃. Soit Z̃ le lieu critique de f̃ .
(OX, d + df) ∈ MIC(X/S) n’est pas nilpotent, mais
le devient modulo F ∗Ir

Z. Pour p >> r,

(∗) CX̃(OX, d + df) ∼= (O′
X,−df ′) mod Ir

Z
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X := reduction de X̃. Soit Z̃ le lieu critique de f̃ .
(OX, d + df) ∈ MIC(X/S) n’est pas nilpotent, mais
le devient modulo F ∗Ir

Z. Pour p >> r,

(∗) CX̃(OX, d + df) ∼= (OX′,−df ′) mod Ir
Z
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Soit α ∈ AX/S la fonction qui envoie F̃ sur F̃ ∗(f̃)−f̃p.

∇(α) = −fp−1df ; ψ(α) = F ∗(df)

L’isomorphisme (∗) est donné par multiplication par
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